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Данный учебник является неотъемлемой частью инновационного учебно-методического комплекса (ИУМК) «Вероятность и статистика в школьном курсе математики», предназначенного для изучения вероятностно-статистической линии в курсе математики основной школы с 7-го по 9-й классы, а также в профильной школе с 10-го по 11-й классы. Отдельные фрагменты ИУМК могут использоваться также в 9-х классах для проведения предпрофильного обучения.

Помимо учебника, ИУМК включает в себя методическое пособие для учителя и программный сетевой комплекс с набором интерактивных цифровых ресурсов. Идейной основой электронной составляющей ИУМК являются виртуальные лаборатории – интерактивные модули, предназначенные для моделирования вероятностных ситуаций и анализа полученных в них результатов. В качестве основного инструмента для обработки статистических данных используется табличный процессор MS Excel. 
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Структура учебника
Данный учебник является неотъемлемой частью инновационного учебно-методического комплекса (ИУМК) «Вероятность и статистика в школьном курсе математики». Помимо учебника, ИУМК включает в себя методическое пособие для учителя и электронный компакт-диск с цифровой составляющей комплекса.  

Учебник имеет модульную структуру. Как обычно, он делится на главы и параграфы, а внутри каждой главы – на смысловые модули: теоретические сведения, примеры, тесты и задания практикума. В некоторых параграфах предусмотрены исследовательские работы и вероятностные игры. Структура диска, в целом, повторяет структуру учебника.

В начале каждого параграфа приведен краткий список его основных модулей.

Обозначения
Для понимания связей между бумажной и электронной составляющей в учебнике использованы специальные условные обозначения – пиктограммы:

	(
	Материал требует обязательного обращения к компьютеру с установленным на нем компакт-диском

	
	Задание выполняется с использованием классной локальной сети

	
	Материал требует подключения к сети Интернет

	
	Задание не предусматривает использования компьютера и полностью выполняется на бумаге


В тексте примеров и заданий ссылки на диск обозначаются специальным значком (, на коллективную панель данных – значком .

Знак  ?  используется для того, чтобы отметить в теоретических сведениях или примерах вопросы, возникающие по ходу изложения основного материла. Над ними стоит задуматься, хотя отвечать на них необязательно. 

Знак  !  отмечает те места в изложении материала, где нужно отложить учебник и обратиться к компьютеру для выполнения каких-то действий.
Глава 1
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Анализ данных

Вы наверняка слышали, что наступивший XXI век считают веком информационным. Никогда еще на человека не обрушивался такой гигантский поток сведений из самых разных источников – книг, газет, с телевизионных экранов, из сети Интернет, да и просто на улице. Часто можно услышать об «информационном взрыве», который произошел в конце теперь уже прошлого века.

Хорошо еще, что человечество успело подготовиться к этому «взрыву» и изобрело замечательного помощника в обработке информации – компьютер. Но это замечательное изобретение могло оказаться бесполезной игрушкой, если бы к моменту его появления не были разработаны научные методы сбора и обработки информации. Одной из важнейших наук, занимающихся сбором, систематизацией и обработкой данных, является статистика, с которой мы и начинаем знакомиться.

1.1. Сбор и анализ статистических данных
«Статистика знает всё...» Чем занимается статистика?

Статистические данные. Статистическое наблюдение. Социологический опрос

Пример 1. Дневник и классный журнал

Пример 2. Личный листок по учету кадров

Пример 3. Всероссийская перепись населения

Пример 4. Федеральная служба государственной статистики

Пример 5. Фонд «Общественное мнение»

Систематизация данных. Анализ данных. «Есть три вида лжи...»

Пример 6. Оценки за четверть

Пример 7. Итоги Всероссийской переписи

Пример 8. О чем мечтают россияне

Пример 9. Загадки Саргассова моря
Пример 10. Законы Менделя
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	«Статистика знает всё...»

	«Статистика знает всё», - утверждали Ильф и Петров в своем знаменитом романе «Двенадцать стульев» и продолжали: «Известно, сколько какой пищи съедает в год средний гражданин республики... Известно, сколько в стране охотников, балерин... станков, велосипедов, памятников, маяков и швейных машинок... Как много жизни, полной пыла, страстей и мысли, глядит на нас со статистических таблиц!..» Это ироническое описание дает довольно точное представление о статистике (от лат. status - состояние) - науке, изучающей, обрабатывающей и анализирующей количественные данные о самых разнообразных массовых явлениях окружающей нас жизни.  

	Чем занимается статистика?


	Описательная статистика занимается первичной обработкой статистической информации: представлением ее в виде удобно читаемых таблиц, изображением на диаграммах и вычислением наиболее показательных числовых характеристик. Методы описательной статистики будут использоваться на протяжении всего нашего курса. 

Математическая статистика связана с более тонкими исследованиями - оценкой неизвестных параметров, проверкой гипотез, изучением статистических связей и зависимостей. С ее элементами мы познакомимся в конце нашего курса. 

Кроме того, в статистике выделяется много отраслей, связанных с той сферой жизни, из которой получены статистические данные. Экономическая статистика изучает изменение цен, спроса и предложения на товары, прогнозирует рост и падение производства и потребления. Медицинская статистика изучает эффективность различных лекарств и методов лечения, вероятность возникновения некоторого заболевания в зависимости от возраста, пола, наследственности, условий жизни, вредных привычек, прогнозирует распространение эпидемий. Демографическая статистика изучает рождаемость, численность населения, его состав (возрастной, национальный, профессиональный). А есть еще статистика финансовая, налоговая, биологическая, метеорологическая...

	Статистические данные


	Любая статистика имеет дело с данными (чаще всего - числовыми), полученными в результате массовых наблюдений, опросов, экспериментов. Важным свойством статистических данных является их массовость. Как вы увидите в дальнейшем, количество чисел, полученных в различных статистических наблюдениях, может исчисляться миллионами. 

	Статистическое наблюдение


	Статистическое наблюдение - это первая стадия всякого статистического исследования, состоящая в организованном по определенному плану сборе статистических данных о каком-либо массовом явлении. Подготовка и проведение статистического наблюдения включает следующие основные этапы: 

· определение целей наблюдения; 

· составление перечня признаков, подлежащих регистрации; 

· разработка документов (бланков) для сбора данных; 

· выбор методов и средств наблюдения; 

· проведение массового сбора данных. 

Примером статистического наблюдения являются социологические опросы.

	Социологический опрос
	Социологический опрос - это разновидность статистического наблюдения, основанная на сборе информации со слов опрашиваемого человека (респондента). 

Такие опросы часто проводятся для изучения общественного мнения, потребительского спроса населения и т.д. Основные средства социологического опроса - анкетирование и интервьюирование. При анкетировании респондент самостоятельно читает вопросы анкеты и сам заполняет ответы на них. При интервьюировании вопросы респонденту задает специально подготовленный для этого человек - интервьюер, который и фиксирует ответы в соответствующем бланке.

	
	Познакомимся теперь с некоторыми примерами реальных статистических данных и способами их получения.

	
	

	(
Пример 1.

Дневник и классный журнал
	Простейшими и хорошо знакомыми вам средствами сбора и хранения статистических данных являются школьный дневник и классный журнал. Дневник служит для сбора статистических данных об успеваемости отдельного ученика, а классный журнал - всего класса в целом.
 ?  Всегда ли данные об успеваемости в дневнике и в классном журнале совпадают? Если нет, объясните возможные причины. 

	
	

	(
Пример 2.

Личный листок по учету кадров
	Каждый человек при устройстве на работу заполняет специальный бланк - личный листок по учету кадров. Он служит для сбора статистической информации о работниках предприятия: их возрасте, национальности, образовании, квалификации и т.д. 

 ?  Выясните, какие статистические данные о каждом ученике (помимо его оценок) хранятся в классном журнале.  

	
	

	
Пример 3.

Всероссийская перепись населения
	Время от времени каждая страна проводит всеобщую перепись населения, чтобы собрать статистические данные обо всех своих жителях. В России последняя перепись проходила в 2002 году. Основным документом переписи является переписной лист, который заполняется специально обученным переписчиком со слов опрашиваемого человека. Фрагмент такого листа можно увидеть на (.
В ходе переписи опрашиваются все лица, находящиеся на определенный момент времени на территории государства, поэтому объем собранных статистических данных бывает огромен. О том, как они обрабатываются, мы поговорим дальше. 

 ?  Загляните на официальный сайт Всероссийской переписи населения www.perepis2002.ru  и выясните, сколько переписных листов было заполнено в ходе переписи 2002 года.  

Проведение следующей Всероссийской переписи населения планируется в 2010 году.

	
	

	(
Пример 4.

Федеральная служба государственной статистики
	Для регулярного сбора статистической информации о состоянии экономики, общества и жизни страны в целом каждое государство имеет национальную статистическую службу. В России эти функции возложены на Росстат - Федеральную службу государственной статистики (раньше Госкомстат). 

На ( вы можете увидеть пример статистических данных, собранных Росстатом. Они показывают, насколько хорошо население разных регионов России обеспечено врачами. 
 ?  Найдите в этой таблице свой регион и выясните, какое место по обеспеченности врачами он занимает внутри своего федерального округа. 


	
	

	(
Пример 5.

Фонд «Общественное мнение»
	Кроме государственных статистических служб, в каждой стране есть большое количество независимых общественных организаций и фондов, занимающихся сбором статистической информации, дополняющей официальные данные. Основной метод сбора информации, который они используют, - выборочный опрос населения. В России такой деятельностью занимаются несколько организаций и институтов. Один из самых авторитетных - Фонд «Общественное мнение» (ФОМ). 

На ( приведены статистические данные, собранные ФОМ по впечатлениям россиян о прошедшем в 2006 году чемпионате мира по футболу. Данные были получены по результатам выборочного опроса в 100 населенных пунктах России 15-16 июля 2006 г. В интервью участвовали 1500 респондентов. 

 ?  Какая команда по результатам этого опроса оказалась наиболее «симпатичной» для россиян? Стала ли она чемпионом мира?  

 ?  Почему в ответах на вопрос №3 отсутствует сборная России?  

	
	

	Систематизация данных
	Как уже говорилось выше, основным свойством статистических данных является их массовость, большой объем. Чтобы не «утонуть» в этом море цифр, данные нужно систематизировать, привести в систему. Систематизация может состоять в 

· упорядочении данных по какому-либо признаку; 

· представлении данных в виде каких-либо структур (таблиц, схем); 

· подготовке данных к автоматической обработке на компьютере.

	Анализ данных
	Собранные и систематизированные статистические данные должны быть проанализированы. В результате такого анализа формулируются выводы, ради которых и проводилось все исследование. 

Для правильного анализа и получения достоверных выводов необходимо хорошее знание методов описательной и математической статистики. 

	«Есть три вида лжи...»
	Вплоть до XX века статистика не имела прочной научной основы и вообще не считалась разделом математики. Анализ статистических данных зачастую напоминал работу астрологов. Многочисленные примеры произвольного, научно не обоснованного толкования статистических данных позволили в конце XIX века английскому премьер-министру Б.Дизраэли не без основания заметить: «Есть три вида лжи: просто ложь, наглая ложь и статистика». 

Только в начале прошлого века с появлением математической статистики анализ статистической информации встал на прочную научную основу. Соединение накопленных к этому времени практических методов обработки данных с математическим аппаратом теории вероятностей превратило эти две отрасли человеческого знания в мощный инструмент для исследования законов природы и общества. Цель нашего курса – освоить основные возможности этого инструмента и научиться применять его для решения реальных практических задач. 

	
	

	(
Пример 6.

Оценки за четверть
	Простейшим анализом собранных статистических данных занимается в конце четверти каждый учитель, когда, просматривая журнал, выставляет итоговые оценки своим ученикам. На ( вы можете увидеть уже знакомую вам страницу классного журнала с текущей успеваемостью по геометрии и четвертные оценки, которые выставил учитель. 

 ?  Чем руководствуется учитель при выставлении итоговых оценок? Предложите какой-нибудь алгоритм, пользуясь которым итоговые оценки можно автоматически выставить по текущей успеваемости. 

	
	

	
Пример 7.

Итоги Всероссийской переписи
	Статистические данные, полученные при проведении всеобщих переписей, имеют огромное значение для будущего государства, планирования его экономической и социальной политики. На обработку данных, собранных в последней Всероссийской переписи населения, ушло несколько лет. Некоторые из них обрабатываются до сих пор и будут обрабатываться в дальнейшем. Наиболее интересные результаты, полученные при анализе этих данных, опубликованы на официальном сайте по адресу www.perepis2002.ru. На ( вы можете увидеть несколько графиков с главной страницы этого сайта. В бумажном виде данные переписи занимают 14 увесистых томов.

 ?  Как вы думаете, кого в России больше - мужчин или женщин? Загляните на сайт www.perepis2002.ru и выясните этот вопрос.  

	
	

	(
Пример 8.

О чем мечтают россияне
	Особенно сложно обрабатывать статистические данные, имеющие нечисловую природу. Такие данные были собраны Фондом «Общественное мнение» в опросе «Чем увлекаются и о чем мечтают россияне?». Опрос проводился 6-8 февраля 2003 г. в 100 населенных пунктах России. Было опрошено 1500 человек. Все они должны были ответить на 4 вопроса: 

1. Есть ли у Вас увлечения, любимые занятия? 

2. Есть ли у Вас мечта? 

3. ОТКРЫТЫЙ ВОПРОС: Что Вы любите делать в свободное время? Какие у Вас увлечения, любимые занятия? 

4. ОТКРЫТЫЙ ВОПРОС: Скажите, пожалуйста, о чем Вы мечтаете? 

На первые два вопроса можно было ответить только «да», «нет» и «затрудняюсь ответить». На два последние вопроса ответ давался в свободной форме (именно это и означает термин открытый вопрос). 

Каким же образом эти данные обрабатывались? По ответам на первые два вопроса была составлена таблица и построены диаграммы, которые вы можете найти на (. Ответы на третий и четвертый вопросы были сначала систематизированы и объединены в похожие группы, например ответы «шить», «шью дома», «шить одежду для семьи», «вышивка крестом», «бисероплетение», «прялка» попали в группу «Шитье и другие виды рукоделия». После этого их тоже удалось свести в таблицы и построить соответствующие диаграммы (они также есть на (). 

 ?   Придумайте, как можно организовать этот опрос так, чтобы все собранные в нем данные были числовыми? Какие достоинства и недостатки будут у такого способа сбора данных?  

 ?   Как объяснить, что на приведенных диаграммах столбики с одним и тем же числовым значением (например, 2) имеют разную высоту? Может быть, это ошибка? 

	
	

	Пример 9. 

Загадки Саргассова моря
	В биологии хорошо известен удивительный факт, что все угри, независимо от места обитания, отправляются выводить потомство в одно и тоже место - Саргассово море. Но мало кто знает, что этот факт был впервые установлен с помощью анализа статистических данных. 

Датский ихтиолог Иоханесс Шмидт провел статистический анализ, связанный с подсчетом количества лучей плавников у различных видов рыб. Он выяснил, что даже в пределах одного вида это количество колеблется и связано с тем, что многие виды рыб распадаются на  изолированные сообщества, которые не смешиваются при размножении. 

Статистический анализ собранных данных позволил Шмидту установить, что все виды рыб, кроме угрей, распадаются на отдельные однородные группы - в зависимости от места размножения. И лишь для угрей такая группа оказалась одна, независимо от того места, где они были выловлены. Это и позволило ихтиологу сделать удивительное предположение о едином месте их размножения, которое затем блестяще подтвердилось.

	
	

	Пример 10. 

Законы Менделя
	История знает немало и противоположных случаев, когда недобросовестность, а иногда и просто безграмотность некоторых горе-статистиков приводила к тому, что из правильно собранных статистических данных делались абсолютно неверные выводы. 

В 1939 году группа советских биологов - сторонников учения академика Лысенко - опубликовала цикл работ, в которых на основании статистических данных, полученных в результате большой серии опытов по наследованию признаков у гороха, были якобы «опровергнуты» законы Менделя. 

В 1940 году академик Андрей Николаевич Колмогоров опубликовал в Докладах Академии Наук СССР статью "Об одном новом подтверждении законов Менделя", в которой на основе тех же самых (!) опытных данных сделал вывод о блестящем подтверждении этих законов! 

К концу изучения нашего курса мы сможем обсудить методы и аргументы, которые были использованы в этом научном споре.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Человек, который отвечает на вопросы во время проведения социологического опроса, называется  ? .

	
	

	Вопрос №2

	Социологический опрос, при котором респондент самостоятельно читает вопросы анкеты и сам заполняет ответы на них называется  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Отметьте те задачи, которые относятся к описательной статистике: 

· сбор данных; 

· представление данных в виде таблиц; 

· построение графиков и диаграмм; 

· оценка неизвестных параметров; 

· проверка гипотез; 

· изучение статистических зависимостей.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	
Задание №1
	На ( приведена страница классного журнала 7 «А» с текущими оценками по физкультуре. Выставьте каждому ученику итоговую оценку. Свое решение обоснуйте.  

С помощью  сравните свои оценки с другими. Все ли мнения совпадают? Кто из вас оказался самым «добрым»? Самым «строгим»?

	
	

	(
Задание №2
	На ( приведен список всех городов России с населением более 100 тыс. чел. Ответьте с его помощью на вопросы:
a) Сколько в России городов с населением более 1 млн. чел.?

b) Сколько таких городов было в 2002 г.?  

c) Сколько в России городов с населением более 100 тыс. чел.?  

d) Есть ли в таблице город, в котором вы живете?

	
	

	(
Задание №3
	На ( представлены данные об уровне образования населения России по результатам последней переписи 2002 г. (на 1000 человек соответствующей возрастной группы). Ответьте по ним на вопросы:
a) Сколько процентов жителей России старше 15 лет имеют высшее образование?

b) Сколько процентов жителей России старше 15 лет не имеют никакого образования?

c) В какой возрастной категории наибольшая доля людей с высшим образованием?

d) В какой возрастной категории наибольшая доля людей с неполным высшим образованием?

e) В какой возрастной категории наибольшая доля неграмотных?

	(
Задание №4
	На ( приведены уже упоминавшиеся раньше данные, собранные ФОМ по впечатлениям россиян о прошедшем в 2006 году чемпионате мира по футболу. Напомним, что в интервью участвовали 1500 респондентов. Изучите эти данные и ответьте на вопросы: 

a) Какая команда оказалась самой популярной среди мужчин?   
b) Какая команда оказалась самой популярной среди женщин?   

c) Сколько женщин участвовало в опросе?  

	
	

	(
Задание №5
	На ( приведены данные Росстата об обеспеченности врачами по всем регионам России. Изучите их и ответьте на вопросы: 

a) В каком регионе обеспеченность врачами в 2005 году была наибольшей?   
b) В каком федеральном округе обеспеченность врачами в 2005 году была наибольшей?   
c) Сколько врачей насчитывалось в Калужской области в 2005 году, если все население области составляло около 1 млн. человек? 

	
	

	(
Задание №6
	На ( вы можете найти данные, полученные в результате анализа статистической информации о более чем 10 000 дорожно-транспортных происшествий, случившихся на дорогах России. Из этих данных, как нетрудно видеть, можно сделать такие выводы: 

· ДТП чаще происходят в хорошую ясную погоду на сухом дорожном покрытии. 
· Гораздо реже они случаются в пасмурную погоду на мокром покрытии. 
· А самая безопасная езда - в гололедицу. 

Объясните, в чем причина абсурдности этих выводов.

	
	

	
Задание №7

	Соберите с помощью  данные о днях рождения одноклассников. Проанализируйте их и ответьте на вопросы:

a) Кто в вашем классе самый старший?  

b) Кто самый младший? 
c) Есть ли в классе ученики с совпадающими днями рождения? 

	
	

	
Задание №8
	Как вы думаете, какое приблизительно количество ваших ровесников проживает в России?  Попробуйте найти ответ на этот вопрос на сайте Всероссийской переписи населения www.perepis2002.ru. Оцените, на сколько вы ошиблись в своем предположении. С помощью  определите, у кого из ваших одноклассников результат был самым близким к правильному?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Самые популярные имена
	Проведите коллективное исследование, цель которого – выяснить, какие женские и мужские имена 

· наиболее популярны сейчас, 

· были популярны в вашем поколении, 

· в поколении ваших родителей, 

· в поколении ваших дедушек и бабушек. 

Определите круг опрашиваемых лиц; решите, какие именно данные и как вы будете собирать. По результатам опроса подготовьте доклад и презентацию.


1.2. Таблицы
Таблица. Строки и столбцы
Пример 1. Вычисляемые строки и столбцы

Пример 2. Итоговые строки и столбцы

Сводная таблица

Пример 3. Сводные таблицы

Таблицы вокруг нас

Пример 4. Расписание уроков

Пример 5. Хронологическая таблица

Пример 6. Программа телепередач

Пример 7. Таблицы спортивных состязаний

Пример 8. Расписание движения поездов

Пример 9. Прайс-лист

Пример 10. Рейтинг лучших вузов

Пример 11. Таблица Менделеева

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Таблица


	Таблица - один из наиболее удобных и популярных способов представления данных. Любой из нас, открывая книгу или газету, включая телевизор или попадая на вокзал, постоянно сталкивается с табличной формой представления информации. Расписание уроков, расписание движения поездов, таблица умножения, таблицы спортивных чемпионатов, программы телепередач  - вот далеко неполный перечень таблиц, окружающих нас в повседневной жизни.

Любая таблица представляет собой прямоугольник, разбитый на горизонтальные строки и вертикальные столбцы (колонки, графы). На пересечении строк и столбцов образуются ячейки, куда и записываются элементы данных. 

Чаще всего каждый столбец имеет название, которое указывается в первой строке таблицы.

	Строки и столбцы


	Строки и столбцы в таблице можно разделить на два типа: основные и вычисляемые. Данные в основных строках и столбцах берутся извне (например, получаются в процессе статистического наблюдения) и не могут быть определены по другим ячейкам таблицы. Данные в вычисляемых строках и столбцах могут быть вычислены через другие строки и столбцы по определенным формулам. 

Разновидностью вычисляемых строк и столбцов являются итоговые строки и столбцы, значения в которых получаются как сумма значений в ячейках основных строк и столбцов. 

	
	

	(
Пример 1.

Вычисляемые строки и столбцы
	В современном мире информационных технологий люди все чаще и чаще ищут работу через сеть Интернет. Одна из самых больших информационных баз по поиску работы находится на сайте http://www.headhunter.ru. На ( записана таблица, полученная по данным этой базы. 
В таблице пять колонок. Самая интересная из них - последняя. Именно по ней можно определить востребованность профессии, увидеть соотношение спроса и предложения на рынке труда. Эта колонка - вычисляемая. Она получается как результат деления столбца «Количество резюме» на столбец «Количество вакансий». 

	
	

	(
Пример 2.

Итоговые строки и столбцы
	На ( содержатся сведения о недельных продажах автомобилей различных марок в автосалоне «Лада-Сервис». Последние строка и столбец являются итоговыми: они показывают общее количество автомобилей, проданных по каждой модели за всю неделю (последняя строка), и общее количество автомобилей, проданных за каждый день по всем моделям (последний столбец). 

Число, которое стоит на пересечении итоговых строки и столбца, показывает общее количество проданных автомобилей за всю неделю. 

	
	

	Сводная таблица


	Сводная таблица получается из одной или нескольких таблиц путем сведения (объединения, сворачивания) строк или столбцов в более крупные блоки по тому или иному признаку. При таком сворачивании к разным ячейкам объединяемых строк могут применяться различные операции (например, суммирование, выбор максимального значения и т.д.). 

Создание сводных таблиц на основе исходных - один из простейших приемов обработки статистической информации, избавления от несущественных деталей и выделения наиболее значимых свойств и зависимостей. 

	
	

	(
Пример 3.

Сводные таблицы
	На ( вы видите фрагмент таблицы из книги регистрации новорожденных детей, в которую заносятся дата рождения, пол и имя ребенка. Поскольку таблица небольшая, вы без труда ответите на любой из следующих вопросов:
· Какое имя за этот период было самым популярным?  

· Сколько всего разных имен было использовано?  

· Какого числа родилось больше всего детей?  

· Какой процент составляют среди новорожденных мальчики?  

· В какой день недели дети рождались чаще?  

Правда, для ответа на последний вопрос придется привлечь еще одну таблицу - календарь за 2005 год, чтобы определить по дате день недели. А теперь представьте, что на те же вопросы вам нужно ответить по статистическим данным за целый год. Вот тогда и понадобятся сводные таблицы, которые можно получить на основе исходной. Все они есть на (. 

 ?   Подберите для каждого из пяти предыдущих вопросов подходящую сводную таблицу.  

	
	

	Таблицы вокруг нас
	С таблицами мы сталкиваемся ежедневно и повсюду. Придя утром в школу, первое, что вы видите в фойе - расписание уроков. Это таблица. Открывая учебники математики, физики, географии, истории, биологии, химии вы везде встречаете таблицы. 

Расписание движения поездов или автобусов принято представлять в виде таблицы, прайс-лист с ценами на товары и услуги - в виде таблицы, и даже ваш школьный дневник - тоже длинная таблица, разбитая на много страниц. Мы приведем здесь только очень небольшое количество таблиц, с которыми вам еще предстоит встретиться в этом учебнике.

	
	

	(
Пример 4.

Расписание уроков
	Расписание уроков определяет распорядок работы любого учебного заведения. В каждой школе эта таблица занимает самое почетное место. А в последнее время такую таблицу все чаще можно увидеть не только в школьном фойе, но и на школьном Web-сайте (см. ().

Есть уже специальные компьютерные программы для автоматического составления школьного расписания с подбором нужных предметов, учителей, кабинетов и учетом многих других требований.

 ?   А кто в вашей школе составляет расписание уроков? Используется ли для этих целей компьютер? Можно ли найти ваше расписание в Интернете?  

	
	

	(
Пример 5.

Хронологическая таблица
	В истории очень популярны хронологические таблицы. Пример такой таблицы дан на (. Она содержит основные события и их даты из истории России в период правления Рюриковичей.
 ?   Почему столбец «Окончание» в этой таблице заполнен не для всех строк?  

	
	

	(
Пример 6.

Программа телепередач
	Еще один пример хорошо знакомой всем таблицы - программа телепередач. Ее теперь тоже можно в любое время найти во Всемирной сети (см. (). 

 ?   Что общего и в чем различие между программой телепередач и хронологической таблицей, которую вы видели в примере 5?  

	
	

	(
Пример 7.
Таблицы спортивных состязаний
	Многочисленную и очень популярную категорию таблиц представляют собой таблицы спортивных состязаний. Чтобы разобраться в структуре и содержании таких таблиц, нужно иметь хотя бы общее представление о том виде спорта, к которому они относятся. 

На ( даны две таблицы, отражающие основные итоги последнего чемпионата России по футболу.

 ?   Какая таблица - первая или вторая - содержит более полную информацию? Другими словами, по какой из них можно однозначно восстановить другую? Как это сделать?  

	
	

	(
Пример 8.

Расписание движения поездов
	С этой таблицей неизбежно сталкиваются все, кто отправляется в путешествие - пусть даже это всего лишь поездка за город. Речь идет о расписании движения транспорта (поездов, автобусов, самолетов), которое есть на каждом вокзале. 

На ( вы найдете сразу шесть таблиц с расписанием движения поездов с семи крупнейших железнодорожных вокзалов Москвы: Белорусского, Казанского, Киевского, Курского, Ленинградского, Павелецкого, Ярославского.

 ?   Проверьте свои познания в географии и определите, какая таблица какому вокзалу соответствует?  

	
	

	(
Пример 9.

Прайс-лист
	Все чаще и чаще в нашу повседневную жизнь входит еще одна таблица - так называемый прайс-лист. Это таблица, которая содержит наименования товаров, их основные характеристики и цены (английское слово price как раз и означает цена). На ( вы найдете один из таких листов с ценами на ноутбуки (портативные компьютеры).

 ?   Какой важный недостаток этого прайс-листа вы можете отметить? Можно ли с его помощью быстро найти все ноутбуки с заданным размером экрана? объемом памяти?  

	
	

	(
Пример 10.

Рейтинг лучших вузов
	Еще один пример таблиц, ставших особенно популярными в последнее время, - всевозможные рейтинги (от английского rating - оценка). Основной целью любого рейтинга является оценка (как правило, субъективная)  определенных явлений или объектов по определенной шкале и расположение их в полученном порядке.
Если рейтинг претендует на какую-то объективность, то  для каждого его участника в таблице указывают не только место, но и значения тех параметров, по которым этот рейтинг определялся. В качестве примера на (  приведен рейтинг, который ежегодно составляется Институтом высшего образования Шанхайского университета для определения лучших ВУЗов мира.
 ?   Найдите в этой таблице российские вузы.

	
	

	(
Пример 11.

Таблица Менделеева
	На ( вы видите одну из самых знаменитых таблиц во всей истории науки - периодическую таблицу химических элементов, или короче - таблицу Менделеева. 

Существует легенда, по которой эта таблица приснилась Дмитрию Ивановичу Менделееву во сне и помогла увидеть ту самую периодичность в строении и свойствах химических элементов, которые он так долго не мог найти. Более подробное знакомство с устройством этой таблицы вам предстоит в школьном курсе химии. 

Отметим, что во Всемирной паутине находится много интерактивных таблиц Менделеева, позволяющих в удобной форме изучать различные свойства химических элементов и, зачастую, заменяющих целый учебник химии. Их список можно найти на сайте Федерации Интернет-образования по адресу www.center.fio.ru.

 ?   Попробуйте с помощью этой таблицы определить, что тяжелее – медь, свинец или золото?  

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	В таблице элементы данных записываются в  ? , которые образуются при пересечении  ?  и  ? . 

	
	

	Вопрос №2

	Таблица, которая получается из одной или нескольких таблиц путем объединения строк или столбцов в блоки по какому-либо признаку, называется: 

· хронологическая таблица;

· сводная таблица;

· объединенная таблица;

· блочная таблица.

	
	

	Вопрос №3

	Строки и столбцы в таблице можно разделить на 2 типа:  ?  и  ? . 

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	На ( содержатся сведения обо всех официальных матчах сборной России по футболу, представленные в виде таблицы. Помимо названия страны, таблица содержит еще 6 столбцов. Какие из них можно было бы вычислить, зная все остальные? 

	
	

	(
Задание №2
	На ( записана таблица, содержащая сведения о численности населения в различных странах мира. Последний столбец в этой таблице - вычисляемый. Разберитесь, как вычислены его значения и найдите пропущенное значение для России. 

	
	

	(
Задание №3
	Статистика катастроф - дело не очень веселое. Но заниматься ею приходится для того, чтобы выявить их возможные причины. На ( записана таблица, которая содержит сведения о крупнейших авиакатастрофах на территории России и бывшего СССР. Ответьте с ее помощью на вопросы: 

a) В каком году была крупнейшая авиакатастрофа?  

b) В каком году было наибольшее количество катастроф?  

	
	

	(
Задание №4
	На ( вы видите таблицу, показывающую рост населения Российской империи с XVII века до начала XX века. Попробуйте узнать по ней, какова была площадь Российской империи в границах 1646 года. 

	
	

	(
Задание №5
	На ( записана хронологическая таблица, содержащая основные события и даты из истории России в период правления Рюриковичей. Составьте по этой хронологической таблице сводную, в которой укажите количество событий в каждом веке.

	
	

	(
Задание №6
	На ( вы видите уже знакомую таблицу с рейтингом 500 лучших университетов мира. Составьте по ней сводную таблицу, в которой укажите количество участников рейтинга для каждого из регионов: Европа, Азия, Америка, Африка.
Замечание. Не торопитесь пересчитывать соответствующие строки в таблице - обратите внимание на столбец «№ в регионе».

	
	

	(
Задание №7
	Перед вами таблица (см. (), содержащая сведения о количестве участников Единого государственного экзамена в 2005 году в различных регионах России и по разным предметам. Найдите в этой таблице итоговые строки и столбцы и ответьте на вопросы: 

a) Сколько всего работ участвовало в ЕГЭ по всей России?  

b) Сколько школьников писало ЕГЭ по математике?  

c) Во скольких экзаменах участвовали московские школьники?  

d) Сколько регионов приняли участие во всех экзаменах?  

e) В каком регионе общее количество работ было наибольшим?

	
	

	(
Задание №8
	На ( представлены официальные данные Росстата о количестве зарегистрированных преступлений по различным регионам России. Обратите внимание, что данные в таблице идут так называемым нарастающим итогом. Разберитесь, что это значит, и ответьте на вопросы: 

a) Сколько преступлений было совершено в России в 2005 году?  

b) Сколько преступлений было совершено в России в июне 2005 года?  

c) Сколько преступлений было совершено в России в июне 2006 года?  

	
	

	(
Задание №9
	Представьте себе, что в 7 часов утра 1 января 2008 года вы стоите на Ленинградском вокзале г.Москвы. Перед вами (см. () расписание движения поездов. Вам нужно найти ближайший поезд до Санкт-Петербурга. 

Замечание. Не торопитесь - обратите внимание на столбец «График». 

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Таблицы вокруг нас
	В этом разделе вы видели много примеров таблиц, окружающих нас в повседневной жизни. 

Попробуйте создать собственную электронную и бумажную коллекцию таблиц. Используйте для этого сеть Интернет и периодическую печать (газеты, журналы).


1.3. Диаграммы
Графики и диаграммы. Пример 1. График

Столбчатая диаграмма. Пример 2. Столбчатая диаграмма

Круговая диаграмма. Пример 3. Круговая диаграмма

Диаграмма рассеивания. Пример 4. Диаграмма рассеивания 

Какая диаграмма лучше? Пример 5. Какая диаграмма лучше?

Чтение диаграмм

Диаграммы вокруг нас

Пример 6. Загрязнение атмосферы

Пример 7. Причины ДТП

Пример 8. Итоги Всероссийской переписи

Пример 9. База данных «Здоровье для всех»

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Графики и диаграммы
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	Итак, мы убедились, что таблицы позволяют представить статистическую информацию в более удобной для восприятия форме. Еще более удобным для человека способом представления информации является графический.
График (от греч. graphikos - начертанный) - чертеж, применяемый для наглядного изображения зависимости одной величины от другой. Чаще всего это линия, дающая наглядное представление о характере изменения функции. Как вы помните, график функции y= f(x) состоит из точек, абсциссы которых равны значениям x, а ординаты - соответствующим значениям y. В математике график помогает лучше понять поведение и особенности функции; может использоваться и для ее непосредственного задания. 

Диаграмма (от греч. diagramma - изображение, рисунок, чертеж) - графическое изображение, наглядно показывающее соотношение каких-либо величин. Как мы увидим дальше, диаграмма - это уже не обязательно линия.

	
	

	(
Пример 1.

График

	Обычный график может показать много такого, что без него остается незамеченным. Возьмем уже знакомую нам хронологическую таблицу (см. () и попробуем выяснить, насколько интенсивным было развитие истории в разные периоды с IX по XVII век. Для этого будем по оси Ox откладывать год, а по оси Oy - количество событий из нашей таблицы, произошедших к этому году.
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 ?   Как вы думаете, чем объясняется такая форма графика? Почему он не похож на прямую?  

	
	

	Столбчатая диаграмма
[image: image6.emf]A B C D E



	На столбчатой (или столбиковой) диаграмме по горизонтали откладывают различные значения одного признака, а над каждым таким значением рисуют столбик, высота которого равна соответствующему значению другого признака. 
На столбчатой диаграмме особенно наглядно видны количественные соотношения величин друг с другом. 

	
	

	(
Пример 2. Столбчатая диаграмма


	Железнодорожное расписание позволяет построить интересные диаграммы, показывающие количество отправляющихся и прибывающих поездов каждый час в течение суток (см. (). На первой диаграмме высота столбика равна количеству поездов, отправляющихся с вокзала в течение этого часа. На второй диаграмме – количеству прибывающих поездов.
Если «склеить» столбики этих двух диаграмм вместе, то мы увидим, как меняется общая загруженность вокзала в течение суток. Это может оказаться весьма полезным при планировании работы различных привокзальных служб - диспетчеров, носильщиков и т.д. 
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 ?   В какое время суток с Ярославского вокзала отправляется наибольшее количество поездов? А в какое прибывает? Попробуйте найти этому объяснение.  

	
	

	Круговая диаграмма
[image: image8.emf]
	Круговая диаграмма представляет собой круг, разрезанный на части, величина которых пропорциональна значениям изучаемого признака. При этом под величиной может пониматься угол, длина дуги, площадь - это не меняет вида диаграммы. Чтобы построить круговую диаграмму, нужно поделить всю окружность на дуги так, чтобы их длины (или соответствующие им центральные углы) оказались в том же отношении, что и представленные на диаграмме величины. 

Французы называют круговую диаграмму «камамбером», поскольку она действительно напоминает головку знаменитого французского сыра, разрезанную на дольки. 

	
	

	(
Пример 3.

Круговая диаграмма

	Вернемся еще раз к программе телепередач, приведенной в качестве примера таблицы в предыдущем параграфе. Если разбить все телепрограммы на типы (мы выбрали 6 таких типов), то круговая диаграмма покажет нам, как распределено эфирное время между этими типами программ.
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 ?   Согласны ли вы с предложенной «типизацией» телепередач? Если нет, предложите свою.  

	
	

	Диаграмма рассеивания
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	Диаграмма рассеивания используется для изучения связи между величинами. Эта диаграмма представляет собой конечный набор точек, абсциссы которых равны одному из изучаемых признаков, а ординаты - другому. Если при построении диаграммы рассеивания все ее точки ложатся в окрестности некоторой воображаемой прямой, то связь между изучаемыми величинами существует (тем больше, чем больше «видна» эта прямая). Если эти точки образуют бесформенное облако, которое одинаково плохо приближается любой прямой, то связи между величинами нет. 

Интересно, что методы математической статистики позволяют найти количественную меру связи между величинами и даже выписать уравнение прямой, которая эту связь выражает - об этом мы поговорим в самом конце нашего курса. 

	
	

	(
Пример 4.

Диаграмма рассеивания 


	Вернемся к примеру с рейтингом ведущих университетов. Как вы помните, таблица, которую можно найти на(, кроме общего числа баллов содержала значения тех критериев, по которым производилась оценка университета: выпускники, преподаватели, статьи и т.д. 

Как формировался при этом общий балл, мы не знаем. Что, например, было более важным: количество опубликованных научных статей (столбец «Статьи») или количество упоминаний об университете в средствах массовой информации (столбец «Ссылки»). Оказывается, это можно выяснить с помощью диаграмм рассеивания:
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Даже на глаз видно, что на первой диаграмме точки ложатся ближе к воображаемой прямой, чем на второй, где они образуют бесформенное облако. Значит, при определении общего рейтинга количество опубликованных статей было более важным, чем количество упоминаний об университете. Вот так с помощью диаграмм можно извлечь информацию, скрытую в «глубине» статистических данных.

 ?   А как будет выглядеть облако точек, если в качестве X взять общее количество набранных баллов, а в качестве Y – место в рейтинге?

	
	

	Какая диаграмма лучше?


	Чаще всего различные виды диаграмм взаимозаменяемы, и одни и те же статистические данные можно представить на различных диаграммах. Тем не менее, можно дать некоторые советы, которые в каждом конкретном случае помогут выбрать наиболее наглядный графический способ представления статистических данных: 

· график лучше всего подходит для того, чтобы показать динамику изменения величины во времени; 

· столбчатая диаграмма удобна для сравнения абсолютных значений изучаемого признака; 

· круговая диаграмма незаменима, когда нужно показать, в какой пропорции целое делится на части; 

· диаграмма рассеивания нужна в том случае, когда изучается взаимосвязь двух величин.

	
	

	Чтение диаграмм
	Диаграммы нужно уметь не только правильно строить, но и правильно читать, т.е. воспринимать заключенную в них информацию. Для этого нужно 

· определить тип диаграммы; 

· выяснить, какие величины на ней показаны и сколько их; 

· что отложено по каждой из осей (если они есть); 

· какие выбраны единицы измерения. 

Очень часто разобраться в диаграмме помогает так называемая легенда - список использованных на диаграмме условных обозначений (например, какой цвет какой величине соответствует).

	
	

	(
Пример 5.

Какая диаграмма лучше?

	На ( представлена таблица лучших футбольных бомбардиров российской премьер-лиги 2006 года. Столбчатая диаграмма позволяет сравнить их достижения между собой, а на круговой диаграмме интересно увидеть долю каждого в общем количестве голов, забитых в чемпионате.
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 ?   Из последней диаграммы видно, что перечисленные 11 бомбардиров забили около четверти всех голов чемпионата. А на сколько (приблизительно) футболистов приходятся остальные три четверти голов?  

	
	

	Диаграммы вокруг нас
	Диаграммы не так распространены, как таблицы. Вы вряд ли найдете их на вокзале, в школьном фойе, на улице. Но открыв любой журнал или газету, где речь идет о каких-то экономических, социальных, экологических и других важных для человечества проблемах, вы, почти наверняка, наткнетесь на диаграмму. 

В последние годы настоящим кладезем диаграмм стали электронные средства массовой информации. Это связано не только с растущей популярностью Интернета, но и с новыми информационными технологиями обработки информации: диаграммы сейчас никто не рисует вручную – они создаются специальными компьютерными программами, с которыми вы очень скоро познакомитесь. Все примеры, которые вы увидите ниже, взяты непосредственно из Всемирной сети Интернет.

	
	

	(
Пример 6.

Загрязнение атмосферы


	«Экономический рост сопровождается увеличением выбросов в атмосферу загрязняющих веществ», - так начинается статья из электронного еженедельника «Демоскоп Weekly», расположенного на сайте www.demoscope.ru и посвященного проблемам экологии и демографии. Опасная тенденция к увеличению вредных выбросов, связанная с начавшимся в России экономическим ростом, особенно убедительно демонстрируется в этой статье на графиках и диаграммах, приведенных на(.
 ?   Какие виды диаграмм использованы в статье?

	
	

	(
Пример 7.

Причины ДТП


	В реальных статистических исследованиях графики и диаграммы строятся не вручную – с помощью карандаша, линейки и транспортира, а с помощью специальных компьютерных программ. На сайте www.statsoft.ru, посвященном одной из таких программ, можно найти статью об очень интересном исследовании, посвященном анализу причин и следствий дорожно-транспортных происшествий (ДТП). 

В исследовании была проанализирована информация о более чем 10 000 ДТП на дорогах России. Большинство полученных результатов представлено в виде графиков и диаграмм, что делает их понятными даже неспециалисту. Все они построены с помощью специальной программы статистического анализа StatSoft и приведены на (.
 ?   Какие из приведенных видов диаграмм вам уже знакомы? Какие диаграммы встретились в первый раз?

	
	

	
Пример 8.

Итоги Всероссийской переписи


	Мы уже говорили о том объеме информации, которая была собрана во время последней Всероссийской переписи населения. Только ее итоги занимают 14 книжных томов. При таком обилии информации диаграммы становятся особенно удобным средством ее представления.

На ( представлены наиболее интересные диаграммы, взятые с сайта www.perepis2002.ru, и посвященные анализу итогов переписи.
 !   Зайдите  на сайт Всероссийской переписи и самостоятельно найдите еще какую-нибудь диаграмму.

	
	

	
Пример 9.

База данных «Здоровье для всех»

	Все больше и больше полезной информации можно найти в мировой информационной сети Интернет. Интересно, что некоторые сайты предоставляют (причем свободно!) не только саму информацию, но и инструменты для ее обработки. Одним из таких замечательных сайтов является сайт Европейского отделения Всемирной организации здравоохранения - www.euro.who.int. Вы можете найти на нем свободно распространяемую и постоянно обновляемую базу данных «Здоровье для всех». 
Вместе с базой поставляется специальная программа HFA (Helth For All), которая позволит вам самостоятельно построить сотни графиков и диаграмм, содержащих много полезной информации. Некоторые из них вы можете увидеть на(. 
 !   Попробуйте найти эту базу данных в Интернете и скопировать себе ее локальную версию.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Какой вид диаграммы лучше  всего подходит для того, чтобы показать динамику изменения величины во времени? 

	
	

	Вопрос №2

	Для изучения связи между двумя величинами лучше всего использовать диаграмму  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Для сравнения абсолютных значений признака лучше использовать  ?          диаграмму, а для того, чтобы показать, в какой пропорции целое делится на части, –   ?  диаграмму.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Круговая диаграмма, приведенная на (, показывает распределение земной суши, составляющей около 150 млн. кв. км, между шестью частями света. Глядя на эту диаграмму, ответьте на следующие вопросы: 

a) Какая часть света самая большая по площади?  

b) Какова приблизительно площадь Африки? 

c) Какова приблизительно площадь материка Евразия? 

d) Представьте, что вам необходимо нарисовать круговую диаграмму, показывающую распределение земной суши между материками. Какую информацию вам придется для этого отыскать дополнительно?  

	
	

	(
Задание №2
	Перед вами итоговая таблица чемпионата России по футболу 2006 года. Ниже построены три диаграммы рассеивания: 

· Выигрыши-Очки; 

· Ничьи-Очки; 

· Поражения-Очки. 

Определите, какая диаграмма какой связи соответствует:

	
	

	(
Задание №3
	Перед вами диаграммы уже знакомые вам по примеру 6 (выбросы вредных веществ в атмосферу). Ответьте по ним на вопросы: 

a) В каком году было введено меньше всего установок по улавливанию вредных веществ?  
b) В какой отрасли практически отсутствует улавливание и обезвреживание?  

c) Какая отрасль имеет максимальную долю в общем объеме производства?  

d) Какая отрасль имеет максимальную долю в общем объеме вредных выбросов?  

e) Какое загрязняющее вещество выбрасывается сейчас в наибольшем количестве?  

	
	

	(
Задание №4
	Перед вами диаграммы уже знакомые вам по примеру 7 (ДТП на дорогах России). Ответьте по ним на вопросы: 

a) В каком интервале времени суток было больше всего аварий?

b) В каком месяце пострадало больше всего человек?  

c) В каком месяце пострадало меньше всего человек?  

d) В какой день недели было меньше всего аварий?  

e) С чем сильнее связано количество пострадавших: количеством участников ДТП или количеством транспортных средств?  

	
	

	(
Задание №5
	Перед вами диаграммы уже знакомые вам по примеру 8 (результаты Всероссийской переписи населения). Ответьте по ним на вопросы: 

a) Сколько тысяч украинцев проживает в России?  

b) Сколько тысяч граждан Китая постоянно живет в России?  

c) В каком году городское население впервые превысило сельское?  

d) Где больше доля женщин - в городе или на селе? 

e) С увеличением возраста доля мужчин становится: больше, меньше или не меняется?

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами диаграммы уже знакомые вам по примеру 9 (база данных «Здоровье для всех»). Ответьте по ним на вопросы: 

a) Каков процент постоянно курящих в Росси?

b) Какая страна в Европе имеет самый низкий процент курящих? 

c) В каком году доля умерших от рака легких в России была максимальна?  

d) Связь между заболеванием раком и курением: сильная, слабая или отсутствует?

	
	

	(
Задание №7
	Перед вами таблица с двумя величинами X и Y, для которых построена диаграмма рассеивания. Измените значения Y так, чтобы все точки легли на одну прямую.

	
	

	
Задание №8
	Перед вами  с датами рождения одноклассников. Заполните на основании этих данных сводную таблицу на (и проследите, как будут меняться соответствующие диаграммы.

	
	

	
Задание №9
	Соберите с помощью  сведения о росте и весе своих одноклассников. Перенесите полученные данные в таблицу на ( и проследите, как будет меняться соответствующая диаграмма рассеивания.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	АЛКОГОЛЬ И ЗДОРОВЬЕ
	С помощью базы данных «Здоровье для всех», о которой шла речь в примере 9, проведите исследование о влиянии алкоголя на различные заболевания. Проиллюстрируйте полученные результаты различными диаграммами. Подготовьте на их основе презентацию.

	
	

	Графики и диаграммы вокруг нас
	В этом разделе вы видели много различных графиков и диаграмм, с помощью которых представление информации становилось более удобным и понятным. 

Попробуйте создать собственную электронную и бумажную коллекцию диаграмм. Используйте для этого сеть Интернет и периодическую печать (газеты, журналы). Постарайтесь найти такие виды диаграмм, которых нет в учебнике.


1.4. Электронные таблицы
Электронная таблица. MS Excel

Адреса ячеек. Абсолютные и относительные адреса. Диапазоны ячеек

Типы данных. Формулы. Операции в формулах. Формат ячеек

Пример 1. Вычисление по формуле

Пример 2. Цепочка формул

Пример 3. Использование абсолютного адреса

Зачем нужна автоматизация?

Заполнение диапазона константой, прогрессией, формулой

Перенос и копирование

Вызов функций: математические, дата и время, статистические

Что такое сортировка? Сортировка всей таблицы. Сортировка отдельного столбца

Пример 4. Функция СУММ()

Пример 5. Функция СРЗНАЧ()

Пример 6. Функция СЧЕТЕСЛИ()

Мастер построения диаграмм

Пример 7. Круговая диаграмма

Пример 8. Столбчатая диаграмма

Пример 9. График

Пример 10. Диаграммы «График» и «Точечная»

Пример 11. Диаграмма рассеивания

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Электронная таблица
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	Электронными таблицами (ЭТ) называют специальный класс компьютерных программ, предназначенных для обработки данных, представленных в табличной форме. Главное преимущество электронных таблиц по сравнению с обычными состоит в том, что они позволяют не только хранить и представлять данные, но и обрабатывать их, производя вычисления по формулам, заданным в ячейках таблицы. Изменение содержимого любой ячейки приводит к автоматическому пересчету всех ячеек, связанных с ней формулами. 

Например, в таблице, приведенной на (, первый столбец хранит число, второй - квадрат этого числа, а третий – его куб. Если менять первое число, то второе и третье будут изменяться автоматически: 

2

4

8
После замены 2 на 25:

25

625

15625
 

	MS Excel
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	Наиболее популярной в России электронной таблицей стала программа MS Excel, разработанная американской фирмой Microsoft. Эта программа входит (наряду с MS Word) в состав пакета MS Office, который есть сегодня во всех общеобразовательных учреждениях России. 

На нашем ( программа MS Excel запускается автоматически, как только вы активизируете электронную таблицу, встроенную в документ – для этого достаточно щелкнуть мышью по таблице. При закрытии окна с MS Excel таблица встраивается обратно в документ. То же самое произойдет, если щелкнуть по пустой панели, которая осталась от таблицы в документе.
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 !   Попробуйте сделать это с таблицей, представленной на (.
 !   Измените содержимое в какой-нибудь из ячеек столбца «Число». Что произойдет в столбцах «Квадрат» и «Куб»?

	Адреса ячеек
	Электронная таблица, как и обычная, состоит из ячеек, которые получаются при пересечении строк и столбцов. Таблица MS Excel может содержать до 65536 строк и до 256 столбцов. Столбцы таблицы нумеруются латинскими (!) буквами: A,B,C,... , а строки - числами: 1,2,3,... . Таким образом, каждая ячейка имеет свой уникальный адрес: A1, C3 и т.д.

	Абсолютные и относительные адреса
	Адреса бывают относительные и абсолютные. Чаще используются относительные адреса, состоящие из буквы и числа: A1, C3 и т.д. В абсолютных адресах перед буквой и перед числом ставится знак "$", например: $A$1,$C$3 и т.д. 

Относительные и абсолютные адреса по-разному ведут себя при копировании и размножении формул: относительные адреса изменяются, а абсолютные остаются неизменными.  

	Диапазоны ячеек
	Кроме отдельных ячеек в MS Excel часто используются их диапазоны: 

· горизонтальные (например - D2:F2); 

· вертикальные (например - A3:A6); 

· прямоугольные (например - C4:D7). 

Адреса в диапазонах также могут быть как относительными, так и абсолютными. На ( записана таблица, в которой все три приведенных диапазона выделены цветом.

	Типы данных
	Каждая ячейка может хранить следующие типы данных: 

· текст (любой набор символов); 

· число (целое или вещественное); 

· дата (в формате dd.mm.yyyy); 

· время (в формате чч.мм.сс); 

· формула (всегда начинается со знака "="). 

Даты, хотя и отображаются в указанном выше формате, хранятся в таблице как целые числа, показывающие количество дней, прошедших с 01.01.1900. Поэтому имеет смысл операция вычитания дат (результат равен количеству дней между этими датами). То же самое касается времени (время хранится в виде дробного числа, показывающего часть прошедших к этому моменту суток).

	Формулы

	Формулы вводятся в ячейки в виде выражений, начинающихся со знака "=", а отображаются в виде полученных при их вычислении результатов. Саму формулу можно увидеть в специальной строке формул, находящейся в верхней части окна. 

Так в таблице, которая приведена на (, вся первая строка содержит текстовую информацию (подписи к столбцам). В первом столбце также хранится текст, во втором - даты, а третий и четвертый вычисляются по формулам: 

Событие

Дата

Сколько дней прошло

День недели

Окончание 2-й мировой войны
09.05.1945

22743

3

Первый полет человека в космос

12.04.1961

16926

3

Начало 21-го века

01.01.2001

2417

1

Начало 22-го века

01.01.2101

-34107

6

 !   Раскройте эту таблицу в MS Excel и выясните, по каким формулам вычисляются третий и четвертый столбцы.

	Операции в формулах

	В формулах можно использовать адреса ячеек, константы, скобки и следующие операции: 

+  
сложение  

-  
вычитание  

*  
умножение  

/  
деление  

^  
возведение в степень  

&  
склейка двух строк в одну  

а также вызывать различные функции MS Excel

	Формат ячеек
	Формат представления данных в каждой ячейке можно изменять (пункт меню "Формат ( Ячейки"). Можно изменять также шрифт, цвет, обрамление любой ячейки или группы ячеек. В приведенном на ( примере изменен шрифт и цвет первой строки таблицы. 

 !   Раскройте приведенную на ( таблицу в MS Excel и попробуйте поменять цвет первой строки.

	
	

	(
Пример 1.

Вычисление по формуле
	На ( вы видите электронную таблицу с данными обо всех государствах мира. Столбец «Плотность» в этой таблице посчитан по формуле через два других столбца. 

 !   Раскройте таблицу и выясните, что это за формула.

	
	

	(
Пример 2.

Цепочка формул
	Ячейки, в которых значения вычислены по формулам, в свою очередь могут участвовать в новых формулах. На ( вы найдет таблицу с нормами роста и веса для детей разного возраста. Разумеется, они носят лишь приближенный характер, и далеко не всегда отклонение от этих норм должно вызывать тревогу. По этим нормам можно посчитать «идеальный» рост и вес для мальчика и девочки в каждом возрасте. В нашем примере это сделано для роста. Кроме того, посчитана разность между идеальным ростом мальчика и девочки. Интересно, что с возрастом она изменяет не только свою величину, но и знак.
 !   Раскройте таблицу и выясните, по каким формулам посчитаны последние три столбца.

	
	

	(
Пример 3.

Использование абсолютного адреса
	В этом примере вы можете увидеть, в каком случае выгодно использовать абсолютный адрес ячейки. На ( приведен пример электронного прайс-листа.  Многие продавцы до сих пор предпочитают указывать цены на товары в долларах. В этом случае их нужно пересчитывать в рубли по текущему валютному курсу, который ежедневно изменяется. Значение этого курса удобно хранить в отдельной ячейке электронной таблице (в нашем примере это ячейка D2) и ссылаться на него во всех формулах по абсолютному адресу $D$2 .

 !   Как изменится таблица, если ввести в ячейку D2 значение 0? Значение 1? Значение 2? Проверьте свои предположения.

	
	

	Зачем нужна автоматизация?
	При создании электронной таблицы очень часто приходится заполнять большой диапазон ячеек одинаковыми или очень похожими данными. Для этих целей в MS Excel имеются очень удобные средства автоматизации.

	Заполнение диапазона константой
	Для заполнения диапазона ячеек константой достаточно ввести ее только в первую ячейку диапазона. После этого нужно подвести курсор к правому нижнему углу ячейки - он сменит форму и превратится в жирный крест. Теперь нужно нажать левую кнопку мыши и, не отпуская ее, протянуть мышь по всем ячейкам диапазона. Как только закрасится весь диапазон ячеек, кнопку мыши нужно отпустить - константа заполнит весь диапазон. Этот прием называется протягиванием.

	Заполнение диапазона прогрессией
	Для заполнения диапазона ячеек арифметической прогрессией нужно ввести в первые две ячейки диапазона первые два члена прогрессии. После этого эти две ячейки нужно выделить, подвести курсор к левому нижнему углу выделенного блока и дождаться превращения курсора в крест. Теперь остается, как и в случае с константой, протянуть прогрессию на весь диапазон. 

Именно так был заполнен первый столбец таблицы, которую вы найдете на (.

	Заполнение диапазона формулой
	Заполнение диапазона формулой происходит точно так же, как константой: достаточно ввести формулу в первую ячейку диапазона, а затем протянуть ее на весь диапазон. При этом все относительные адреса в формуле будут корректироваться в соответствии с ее расположением, а абсолютные адреса останутся неизменными. 

Например: в таблице, которая приведена на (, при протягивании формулы =A2^2 из ячейки B2 на весь диапазон B2:B21 она превратилась в такой ряд: 

=A2^2; =A3^2; =A4^2; ... =A20^2.

 !   Убедитесь в этом сами, раскрыв таблицу в MS Excel.

	Перенос и копирование
	Чтобы перенести содержимое любой ячейки в другую, нужно подвести курсор к ее границе и дождаться, когда курсор превратится в тонкий крест со стрелками на концах. Теперь нужно нажать левую кнопку мыши и перетащить содержимое ячейки в нужное место таблицы. Если при выполнении всех перечисленных действий удерживать нажатой клавишу Ctrl, то произойдет не перенос, а копирование данных. 

Для переноса или копирования целого диапазона ячеек, нужно предварительно выделить его. После этого последовательность действий та же самая, что и для отдельной ячейки. 

	
	

	Вызов функций
	При использовании функции в формулах нужно указывать ее имя и в скобках - все нужные параметры (как правило, адреса ячеек или диапазонов). Это не всегда удобно пользователю, который может не помнить, как называется функция и какие у нее должны быть аргументы. Для этих целей в MS Excel используется специальный Мастер функций, который можно вызвать по кнопке «Вставка функции». После этого нужно будет ответить всего на два вопроса: 

1. Какая функция вас интересует (выбрать ее из списка); 

2. Какие у нее аргументы (выделить ячейки или диапазоны). 

В MS Excel встроена обширная библиотека, содержащая несколько сотен самых разнообразных функций. Из всей этой библиотеки мы будем пользоваться очень небольшой ее частью, которая приведена ниже.

	Математические
	· ABS(ячейка) - модуль числа; 

· КОРЕНЬ(ячейка) - квадратный корень из числа; 

· СУММ(диапазон) - сумма числе в диапазоне; 

· СЧЕТЕСЛИ(диапазон; критерий) - количество ячеек внутри диапазона, удовлетворяющих заданному критерию;

	Дата и время
	· СЕГОДНЯ() - сегодняшняя дата; 

· ДЕНЬ(ячейка) - число; 

· МЕСЯЦ(ячейка) - номер месяца; 

· ГОД(ячейка) - год; 

· ДЕНЬНЕД(ячейка) - номер дня недели.

	Статистические
	· МИН(диапазон) - минимальное число из диапазона; 

· МАКС(диапазон) - максимальное число из диапазона; 

· СРЗНАЧ(диапазон) - среднее арифметическое чисел из диапазона; 

· МЕДИАНА(диапазон) - медиана чисел из диапазона; 

· МОДА(диапазон) - мода чисел из диапазона; 

· СТАНДОТКЛОН(диапазон) - ср.кв. отклонение чисел из диапазона; 

· ДИСП(диапазон) - дисперсия чисел из диапазона. 

Обратите внимание, что некоторые функции называются по-русски, а некоторые - по-английски. Подробное описание каждой из перечисленных функций можно вызвать непосредственно из мастера функций.

	
	

	Что такое сортировка?
	Очень скоро вы столкнетесь с необходимостью упорядочить содержащиеся в таблице данные (процесс упорядочения называют сортировкой). MS Excel позволяет автоматически производить сортировку данных в таблице по возрастанию или убыванию.

	Сортировка всей таблицы
	Чаще всего приходится сортировать всю таблицу, используя для сортировки значения из какого-то определенного столбца (он называется ключевым). Перед сортировкой поставьте курсор в любую ячейку ключевого столбца и нажмите кнопку  [image: image19.bmp] - таблица будет отсортирована по интересующему вас признаку.

	Сортировка отдельного столбца
	Иногда бывает нужно отсортировать значения в отдельном столбце, не затрагивая других столбцов таблицы. Для этого выделите весь этот столбец и нажмите кнопку [image: image20.bmp]. Перед вами появится окно с двумя альтернативами: 

· автоматически расширить выделенный диапазон; 

· сортировать в пределах указанного выделения. 

Выбрав вторую, вы получите нужный результат.

 !   На ( вы видите две одинаковых таблицы. Проведите в первой таблице сортировку отдельного столбца B, а вторую отсортируйте целиком, выбрав столбец B ключевым. Сравните результаты.

	
	

	(
Пример 4.

Функция СУММ()
	В этом примере показано, как с помощью ЭТ можно провести несложные финансовые расчеты: например, посчитать доходы автосалона от продажи автомобилей. В расчетах использована самая популярная функция - СУММ(), которая находит сумму чисел в указанном диапазоне ячеек. Для ее ввода в MS Excel сделана даже отдельная кнопка - [image: image21.png]


. 

В столбцах знакомой вам таблицы на ( хранятся данные по ежедневным продажам каждой марки автомобиля и его цена. Это позволяет посчитать 

· доход от продажи каждого автомобиля за неделю; 

· доход от продажи всех марок за каждый день; 

· суммарный доход от продажи всех марок за всю неделю. 

Здесь же вы найдете и формулы, по которым производился расчет:

	
	

	(
Пример 5.

Функция СРЗНАЧ()
	Электронный вариант классного журнала, приведенного на (, позволяет автоматически вычислять итоговую оценку ученика в любой момент времени. Для получения итоговой оценки используется еще одна популярная функция СРЗНАЧ(), которая находит среднее арифметическое чисел в указанном диапазоне ячеек. 

 !   Попробуйте изменить текущие оценки - как изменятся при этом итоговые? 

 !   Выясните, по какой формуле вычисляется итоговая оценка для каждого ученика.

	
	

	(
Пример 6.

Функция СЧЕТЕСЛИ()
	Перед нами снова таблица с данными обо всех государствах мира. Теперь мы решим с помощью MS Excel более сложную задачу: посчитаем количество государств на каждом материке или части света. Казалось бы, все очень просто: бери столбец «Материк» и считай, сколько раз в нем встретилась Австралия, Африка и т.д. Но как автоматизировать этот процесс? 

Во-первых, упорядочим таблицу по столбцу «Материк» и выпишем в отдельный столбец названия всех материков и частей света, которые в нем встретились (можно использовать копирование). 

Во-вторых, для каждого материка посчитаем количество стран с помощью функции СЧЕТЕСЛИ(). Эта очень полезная функция позволяет посчитать, сколько ячеек в указанном диапазоне удовлетворяют заданному условию.

В таблице, которую вы видите на (, функция СЧЕТЕСЛИ() была введена в ячейку G2 в таком виде: 

=СЧЁТЕСЛИ($E$2:$E$220; "="&F2)

Первый аргумент задает диапазон, в котором функция должна производить подсчет ячеек, второй - чему эти ячейки должны равняться. Можно было ввести эту формулу и в таком виде: 

=СЧЁТЕСЛИ(E2:E220; "=Австралия"),
но тогда мы не смогли бы скопировать ее на весь столбец G! 

 !   Вспомните, что означает символ "&", использованный в записи второго аргумента функции СЧЕТЕСЛИ().

	
	

	Мастер построения диаграмм
	Кроме замечательных вычислительных «способностей» современные электронные таблицы обладают не менее замечательными графическими. Для построения графика или диаграммы в MS Excel достаточно нажать кнопку [image: image22.png]


 и вызвать так называемый Мастер диаграмм. Мастером он называется потому, что способен сам «смастерить» любой график или диаграмму на основе имеющихся в ЭТ данных. При этом вы должны ответить всего лишь на четыре вопроса: 

1. Какой тип диаграмм вы предпочитаете?
2. Из какого диапазона (диапазонов) взять данные для диаграммы?
3. Как все это подписать и обозначить?
4. Где разместить диаграмму?
При этом любые изменения исходных данных, как и положено в ЭТ, будут мгновенно отражаться на диаграмме. В приведенном ниже примере вы видите три разных диаграммы, построенных по одним и тем же исходным данным: 

 !   Вспомните, как называются типы диаграмм, которые вы видите на (.

	
	

	(
Пример 7.

Круговая диаграмма
	Проще всего в MS Excel построить круговую диаграмму. Для этого сначала выделите столбец подписей к секторам диаграммы и столбец значений. После этого запустите мастера и выберите тип диаграммы «Гистограмма» - она будет фактически готова. 

В примере на ( мы построили две круговые диаграммы, чтобы показать, как между странами мира распределена территория и население.

 !   Раскройте таблицу в MS Excel. Щелкните мышью по каждой из диаграмм и посмотрите в таблицу. Какие столбцы при этом выделяются? 

Замечание. Можно запустить мастера диаграмм, ничего предварительно не выделяя в таблице. Тогда на втором шаге нужно будет раскрыть закладку "Ряд" и указать диапазон ячеек для подписей и для значений. 

	
	

	(
Пример 8.

Столбчатая диаграмма
	Не сложнее происходит и построение столбчатой диаграммы. Точно так же, как и для круговой, сначала выделите столбец подписей и столбец значений. После этого запустите мастера и выберите тип диаграммы «Гистограмма» - она будет фактически готова. 

В примере на ( мы вернулись к таблице с автосалоном и построили две столбчатые диаграммы, чтобы показать, как шли продажи в течение недели и насколько велик был спрос на различные модели авто.

 !   Раскройте таблицу в MS Excel. Щелкните правой кнопкой мыши по диаграмме и выберите «Тип диаграммы». Попробуйте изменить тип на «Гистограмма». 

Замечание. Можно запустить мастера диаграмм, ничего предварительно не выделяя в таблице. Тогда на втором шаге нужно будет раскрыть закладку "Ряд" и указать диапазон ячеек для подписей и для значений. 

	
	

	(
Пример 9.

График
	Для построения кусочно-линейного графика сначала выделите столбец подписей по оси Ox и столбец значений по оси Oy. После этого запустите мастера диаграмм и выберите тип диаграммы «График» - она будет фактически готова. 

В этом примере мы вернулись к таблице, в которой для последовательности чисел были выписаны их квадраты и кубы. На ( вы видите две диаграммы - графики функций 
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 !   Раскройте таблицу в MS Excel. Щелкните правой кнопкой мыши по диаграмме и выберите «Тип диаграммы». Попробуйте изменить тип на «Гистограмма». 

Замечание. Можно запустить мастера диаграмм, ничего предварительно не выделяя в таблице. Тогда на втором шаге нужно будет раскрыть закладку «Ряд» и указать диапазон ячеек для подписей и для значений. 

	
	

	(
Пример 10.

Диаграммы «График» и «Точечная»
	Различия между диаграммами «График» и «Точечная» становятся еще очевиднее на следующем примере. На ( уже знакомая вам таблица зависимости роста и веса от возраста. Попробуем выяснить с помощью графиков в какие периоды жизни средний рост мальчиков отстает от среднего роста девочек. Вот так будет выглядеть диаграмма «График», построенная по столбцам «Возраст» и «Разница»: 

[image: image25.emf]-4
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Вы видите, что возраст по оси Ox откладывается с разным шагом и выражен в разных единицах (месяцы, годы). Чтобы исправить эту ошибку, создадим дополнительный столбик и запишем в него возраст, выраженный в месяцах. От неравномерности шага можно избавиться, если выбрать при построении диаграммы тип «Точечная» вместо «График»: 
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	(
Пример 11.

Диаграмма рассеивания
	Для построения диаграммы рассеивания выделите два столбца, содержащих числовые данные: один - для оси 
[image: image27.wmf]Ox

и один - для оси 
[image: image28.wmf]Oy

. После этого запустите мастера диаграмм и выберите тип диаграммы «Точечная» - она будет фактически готова. 

На ( представлены данные о средней температуре января в 56-ти городах США (температура дана по шкале Фаренгейта). Кроме температуры, в таблице указаны географическая широта и долгота каждого города. Попробуем выяснить, есть ли связь между температурой и географическими координатами. Для этого построим две диаграммы рассеивания: Широта-Температура и Долгота-Температура: 
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Как и следовало ожидать зависимости между долготой и температурой не наблюдается - точки образуют бесформенное облако. На диаграмме Широта-Температура точки группируются вдоль прямой, причем наклон этой прямой отрицательный. Значит, чем меньше широта, тем выше температура - факт вполне очевидный для тех, кто помнит географию. 

А вот так диаграмма рассеивания выглядит для величин, которые полностью определяют поведение друг друга (цена на мониторы в долларах и рублях): 

[image: image31.emf]Цена $-руб

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

40000

45000

50000

0 500 1000 1500 2000

Цена ($)

Цена (руб)


 !   Чему равен угловой коэффициент этой прямой?

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Специальный класс компьютерных программ, предназначенных для обработки данных, представленных в табличной форме, называется:

· электронные таблицы;
· текстовые редакторы;
· таблицы;
· электронные таблицы;
· графические редакторы;
· вычислительные редакторы.

	
	

	Вопрос №2

	Каждая ячейка электронной таблицы имеет индивидуальный  ? , который кодируется с помощью латинской буквы и числа.

	
	

	Вопрос №3

	Какая функция используется в MS Excel для вычисления количества ячеек, удовлетворяющих определенному условию? 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Перед вами таблица с рейтингом популярности телесериалов. В двух последних столбцах указано общее количество серий и продолжительность одной серии. Постройте столбец с указанием общей продолжительности каждого сериала в минутах и отсортируйте по нему всю таблицу. 

a) Сколько минут продолжался самый длинный сериал? 
b) На каком месте по общей продолжительности находится сериал «Элен и ребята»?

	
	

	(
Задание №2
	Перед вами уже знакомая хронологическая таблица с главнейшими событиями из жизни России в период правления Рюриковичей. Используя соответствующие  возможности MS Excel, ответьте на вопросы:

a) Какое событие в этой таблице было наиболее продолжительным во времени. 
b) Сколько лет оно продолжалось? 

	
	

	(
Задание №3
	Имеются знакомые вам данные Росстата об обеспеченности врачами по всем регионам России. Используя соответствующие возможности MS Excel, ответьте на вопросы: 

a) В каком регионе обеспеченность врачами в 2005 году была наибольшей?   
b) В каком регионе ситуация в 2005 году по сравнению с 1985 годом улучшилась больше всего?   
c) В каком регионе ухудшилась больше всего? 

	
	

	(
Задание №4
	Перед вами данные Росстата о распределении населения России по возрасту и полу в 2004 году. Придумайте формулы и постройте по ним два соответствующих столбца: количество мужчин и количество женщин каждой возрастной группы.

Сколько мужчин в возрасте от 30 до 34 лет проживало в России в 2004 году? 

	
	

	(
Задание №5
	На ( таблица с итогами чемпионата России по футболу 2006 года, в которой не заполнен последний столбец – количество набранных очков. Его можно найти по столбцам «Выигрыши», «Ничьи» и «Поражения», если знать при этом систему начисления очков. В разные годы проведения чемпионата очки начислялись по-разному: когда-то за победу давали 2 очка, сейчас – 3. В нашей таблице эти числа заданы в отдельных ячейках M1:M3. Найдите количество очков, набранных каждой командой. Используйте при этом абсолютные адреса ячеек M1:M3.
a) Кто стал бы чемпионом России, если бы за победу давали не 3, а 2 очка? 
b) Какое место заняла бы при этом команда «Сатурн»?

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами лучшие результаты в марафонском беге среди мужчин за всю историю проведения этих соревнований. Найдите по этим данным возраст каждого марафонца в момент, когда им был установлен соответствующий результат.

a) Какой возраст самый молодой? 
b) Самый старый?

	
	

	(
Задание №7
	Перед вами две таблицы: все страны мира и все части света. Найдите суммарную площадь всех стран и суммарную площадь всех частей света. Почему они так сильно отличаются?

	
	

	(
Задание №8
	Перед вами результаты XIX Всероссийской олимпиады школьников по информатике 2007 года. С помощью функции СРЗНАЧ() найдите средний балл по всем участникам для каждой из шести задач олимпиады. 
a) Какая задача оказалась по этим данным самой сложной? 
b) Самой простой?

	
	

	(
Задание №9
	Перед вами таблица, содержащая основные сведения обо всех странах мира. Используя сортировку данных в MS Excel, найдите страну:

a) с самой большой территорией;

b) самым большим населением;

c) самой высокой плотностью населения.

	
	

	(
Задание №10
	Перед вами таблица, в которой указаны площади всех частей света и площади всех океанов. Постройте по ней круговую диаграмму, которая показывает распределение между ними всей территории земного шара.

	
	

	(
Задание №11
	Заполните с помощью MS Excel таблицу значений функции 
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 на отрезке от -2 до 2 с шагом 0,1. Постройте по этим данным график этой функции и найдите ее наибольшее значение на этом отрезке.

	
	

	(
Задание №12
	Перед вами уже знакомые результаты в марафонском беге среди мужчин за всю историю проведения этих соревнований. Используя функции МЕСЯЦ() и СЧЕТЕСЛИ(), найдите по этим данным сколько результатов из этой таблицы было установлено в каждом месяце. Постройте по полученным данным столбчатую диаграмму. Какой месяц был самым результативным?

	
	

	(
Задание №13
	Перед вами официальные данные Росстата об изменении реальной зарплаты в России с 1993 по 2006 годы. Постройте по этим данным график и выясните с его помощью, в каком месяце и году реальная зарплата была наименьшей? наибольшей?

	
	

	(
Задание №14
	Вернемся еще раз к данным об изменении реальной зарплаты в России с 1993 по 2006 годы. В этой же таблице вы видите столбец, содержащий номинальную зарплату. Постройте по этим двум столбцам диаграмму рассеивания для выяснения связи между номинальной и реальной зарплатой. Какие три периода явно видны на этой диаграмме?

	
	

	(
Задание №15
	В одном из предыдущих параграфов уже приводились данные, полученные в результате анализа статистической информации о более чем 10 000 дорожно-транспортных происшествий, случившихся на дорогах России. Перед вами таблица, показывающая распределение ДТП по дням недели. Постройте по ней столбчатую диаграмму. 

a) В какой день недели происходило меньше всего аварий? 
b) Больше всего?

	
	

	(
Задание №16
	Перед вами таблица с указанием средней температуры за каждый из 12-ти месяцев года в главнейших столицах мира. Постройте три точечных диаграммы для выяснения связи между температурами в следующих городах: Рим – Варшава, Рим – Вашингтон, Рим – Сантьяго.  

Обнаруживается ли какая-то связь? Есть ли принципиальная разница между полученными диаграммами? В чем она состоит и чем объясняется? 

	
	

	(
Задание №17
	Перед вами таблица с ценами на бензин на бензоколонках г.Москвы, принадлежащих различным нефтяным компаниям. Постройте точечные диаграммы, которые помогут ответить на вопросы:

Есть ли связь между средней ценой на 92 и 95 бензин? Есть ли связь между количеством бензоколонок и средней ценой на 92 бензин?

	
	

	(
Задание №18
	Перед вами уже знакомые данные Росстата о распределении населения России по возрасту и полу. Придумайте и постойте наиболее наглядную на ваш взгляд диаграмму для иллюстрации этого распределения.

	
	

	(
Задание №19
	Перед вами уже приводившиеся ранее данные о крупнейших авиакатастрофах XX века. Попробуйте, как и для ДТП в одном из предыдущих заданий, выяснить связь этих роковых обстоятельств с днем недели. Постройте для этого две диаграммы: первая должна показывать количество катастроф в каждый из семи дней недели; вторая - общее количество жертв этих катастроф в каждый из дней недели. В первом случае используйте функцию СЧЕТЕСЛИ(), во втором – СУММЕСЛИ(). Для вычисления дня недели примените функцию ДЕНЬНЕД().

a) В какой день недели произошло меньше всего катастроф? 
b) Больше всего? 
c) В какой день недели погибло меньше всего людей? 
d) Больше всего?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Функции в MS Excel
	Проведите исследование по изучению типов функций, содержащихся в библиотеке MS Excel. Составьте список изученных функций, проиллюстрируйте их примерами, постройте графики. Используйте для этого встроенную в MS Excel помощь и справочную литературу.

	
	

	Виды диаграмм в MS Excel

	Проведите исследование для выяснения того, какие типы диаграмм поддерживает программа MS Excel. Выясните смысл и особенности каждого типа диаграмм, сферу их применения. Используйте для этого встроенную в MS Excel помощь и справочную литературу.

По результатам проведенного исследования подготовьте презентацию в MS Power Point.


Глава 2
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Случайные события и вероятность

В предыдущей главе мы говорили о том, какой огромный поток статистических данных ежедневно обрушивается на человечество. Существуют ли хоть какие-то законы, которым они подчиняются? Ведь если их нет, то только сбор и накопление данных о каких-либо процессах вряд ли помогут нам предсказывать их поведение в будущем.

К счастью, оказывается, что даже самые непредсказуемые явления подчиняются законам, которые носят универсальный характер. Знание этих законов позволяет успешно планировать бюджет государства, правильно рассчитывать ресурс двигателя, предсказывать ураган и … никогда не проигрывать в «рулетку», - просто отказываясь в нее играть. А вот их незнание порой и приводит к экономическим кризисам, падениям самолетов и банкротству!

Поэтому любой образованный человек должен быть знаком с основами науки, занимающейся изучением законов случая, - теории вероятностей.

2.1. Случайный эксперимент и его свойства
Случайное событие 

Случайный эксперимент. Непредсказуемость. Повторяемость

Моделирование эксперимента

Пример 1. Подбрасывание монеты

Пример 2. Подбрасывание кнопки

Пример 3. Подбрасывание кубика

Пример 4. Случайный выбор перчаток

Пример 5. Случайный выбор шаров

Пример 6. Стрельба по мишени

Пример 7. Монета и тетрадный лист

Пример 8. Лотерея "Спортлото 5 из 36"

Пример 9. Рулетка

Пример 10. Весеннее половодье

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Случайное событие


	Мы называем событие случайным, если при одних и тех же условиях оно может как произойти, так и не произойти. Случайными будут, например, события: 

· при подбрасывании игрального кубика выпадет 6 очков; 

· при подбрасывании монеты выпадет орел; 

· при выстреле в мишень пуля попадет в «десятку»;

· по пути в школу вы встретите черную кошку.

Чтобы говорить о случайности или неслучайности какого-то события, нужно иметь возможность неоднократно наблюдать за ним. Недаром каждый из перечисленных примеров начинается со слов «при …» - то есть, при выполнении определенных условий. Эти условия могут создаваться специально или возникать в окружающей нас жизни. 

	Случайный эксперимент


	Случайным опытом или случайным экспериментом называют комплекс действий или условий, которые можно многократно повторять, а исход, к которому они приводят, заранее непредсказуем. 

С примерами случайных экспериментов вы, наверняка, сталкивались и раньше: 

· подбрасывание монеты или игрального кубика; 

· проведение лотереи; 

· стрельба по мишени; 

· подъем уровня воды во время весеннего половодья. 

Последний пример показывает, что случайные эксперименты может совершать и сама природа – в этом случае нам остается лишь наблюдать за их исходами.

Остановимся еще раз на двух важнейших свойствах случайного опыта - непредсказуемости и повторяемости.

	Непредсказуемость
	Первым важным свойством случайного опыта является его непредсказуемость: мы не можем заранее предсказать 

· на какую сторону упадет подброшенная вверх монета или кубик; 

· какой шар выпадет из лототрона; 

· в какую точку мишени попадет пуля; 

· на какой уровень поднимется вода в реке во время весеннего половодья.

	Повторяемость

	Вторым важным свойством случайного опыта является его повторяемость: мы (или природа) можем повторять опыт неограниченное число раз в одних и тех же (или очень близких) условиях. 

Теория вероятностей не изучает уникальные эксперименты, которые нельзя повторить многократно. Даже если их исходы непредсказуемы. 

В 2005 году был запущен космический аппарат «Вояджер», который в 2007 году должен покинуть пределы Солнечной системы. Основная задача «Вояджера» - попытаться обнаружить в нашей галактике «братьев по разуму». Исход этого эксперимента непредсказуем, но повторить его многократно нельзя - во всяком случае до тех пор, пока такие запуски не станут делом повседневным...

	Моделирование эксперимента


	Мы будем изучать случайные эксперименты и связанные с ними случайные события на протяжении всей этой главы. Как ни странно, главным помощником при их изучении станет компьютер. Дело в том, что очень часто мы будем заменять реальный случайный опыт его компьютерной моделью.

Моделированием называют исследование каких-либо реальных явлений, процессов через построение их моделей. Моделирование играет в современной науке важнейшую роль. Наблюдение реальных процессов зачастую не только дорого, но и просто невозможно. Именно благодаря моделированию можно правильно рассчитать траекторию космического аппарата или спланировать бюджет страны на следующий год. Правильно построенная модель позволяет изучить все особенности реального процесса и даже предсказать его поведение в будущем. 

Модель (от латинского modulus - мера, образец) - идеальный образ, воспроизводящий основные черты изучаемого явления. 

Сегодня этот идеальный образ создается чаще всего с помощью компьютера. Именно так мы будем моделировать случайные эксперименты. Вы убедитесь, что компьютерные модели подчиняются тем же закономерностям, что и реальные случайные эксперименты. Поэтому полученные с их помощью результаты можно с уверенностью применять на практике. 

Главное преимущество компьютерных экспериментов состоит в том, что их можно мгновенно повторить очень большое число раз (например, 10000 раз «бросить» монету). Сейчас вы убедитесь в этом сами... 

	
	

	(
Пример 1.

Подбрасывание монеты
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Орел
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Решка

    
	Этот эксперимент в некотором смысле можно считать простейшим случайным опытом. В результате такого эксперимента монета может упасть на одну из двух своих сторон - орла или решку. Напомним, что решкой называется лицевая сторона монеты (аверс), на которой выбит ее номинал - например, 1 рубль. Орлом называется обратная сторона монеты (реверс). На российских монетах на этой стороне изображен герб Российского государства - двуглавый орел.

Считается, что при подбрасывании монеты она с равными шансами может выпасть на орла или решку. Для реальных монет это может быть не совсем так - ведь, в конце концов, стороны монеты не совсем одинаковые. Кроме того, монета может упасть на ребро или вообще закатиться в щель под пол. Однако в теории вероятностей, говоря об эксперименте с монетой, имеют в виду некую идеальную монету, для которой шансы орла и решки в каждом эксперименте равны, и других исходов быть не может.

На ( вы найдете модель простейшего опыта с монетой, созданную в виртуальной лаборатории «Классическая вероятность». 
 !   Нажмите на кнопку [image: image36.bmp] и проведите несколько случайных опытов с монетой.

 !   Нажмите на кнопку [image: image37.bmp] и проведите серию из 1000 случайных опытов с монетой. Засеките время, которое потратит на их проведение компьютер, и сравните его со временем, которое пришлось бы потратить вам на проведение реальных 1000 опытов с монетой.

 !   Нажмите на кнопку [image: image38.bmp] и экспортируйте результаты проведенной серии экспериментов в MS Excel. 

	
	

	(
Пример 2.

Подбрасывание кнопки
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Шляпка
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Острие
	Кнопка отличается от монеты тем, что она явно несимметричная: с одной стороны у нее выступает острие. Если кнопку бросить на стол, то она упадет на него одним из двух возможных способов – шляпкой или острием. Как и в опыте с монетой, точно предсказать, каким из этих двух исходов закончится опыт, невозможно. 

На ( вы найдете модель опыта с кнопкой, созданную в виртуальной лаборатории «Классическая вероятность».
 !   Нажмите на кнопку [image: image41.bmp] и проведите серию случайных опытов с кнопкой.

 ?   Как вы думаете, какой из двух исходов для этой кнопки вероятнее: шляпка или острие?

	
	

	(
Пример 3.

Подбрасывание кубика
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Развертка
кубика
	Это следующий по популярности после монеты случайный эксперимент. Речь в нем идет об игральном кубике (или игральной кости), на гранях которого выбиты точки, символизирующие количество очков от 1 до 6.

Если кубик симметричный, то при его подбрасывании он может с равными шансами выпасть на любую из шести граней. Именно с такими идеальными кубиками мы и будем иметь дело в дальнейшем. В реальных кубиках шансы граней могут сильно отличаться. Иногда этого добиваются специально, запаивая внутрь кубика дробинку, смещенную к одной из его граней. Если, например, сместить такую дробинку к грани с 1, то на кубике будет чаще выпадать 6 (см. развертку).

На ( приведена модель опыта с кубиком, созданная в виртуальной лаборатории «Классическая вероятность».

 !   Нажмите на кнопку [image: image43.bmp] и проведите несколько случайных опытов с кубиком.

 ?   Какой из двух опытов – с кнопкой или кубиком – кажется вам более непредсказуемым? Точнее: в каком из этих опытов, труднее предсказать исход? Почему?

	
	

	(
Пример 4.

Случайный выбор перчаток
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	Представьте себе, что в закрытой коробке лежат 3 пары одинаковых перчаток. Из нее, не глядя, вытаскивают две перчатки. Говоря «не глядя», мы лишний раз подчеркиваем непредсказуемость результатов данного опыта. Более точно: мы считаем, что все шесть перчаток имеют одинаковые шансы быть вынутыми из коробки.

На ( приведена модель случайного выбора, созданная в виртуальной лаборатории «Классическая вероятность».
 !   Нажмите на кнопку [image: image45.bmp] и проведите серию случайных опытов с перчатками.

 ?   Как вам кажется, чаще удается вынуть перчатки на одну руку или на разные? Или эти исходы происходят одинаково часто?

	
	

	(
Пример 5.

Случайный выбор шаров
[image: image46.png]



	В коробке лежат 3 белых и 3 черных шара. Из нее, не глядя, вытаскивают два шара. Ситуация очень напоминает опыт с перчатками: в коробке снова шесть предметов (только на этот раз – шаров). Как и перчатки, они делятся на два вида – черные и белые (перчатки были левые и правые). И выбираем мы опять два из этих шести предметов. По большому счету, это вообще тот же самый опыт: мы, как часто бывает в математике, просто «сменили обозначения». 
Модель этого опыта, созданная в ВЛ «Классическая вероятность», также есть на (.
 !   С помощью кнопки [image: image47.bmp] добавьте в коробку еще три красных шара и проведите после этого несколько таких же опытов.

	
	

	(
Пример 6.

Стрельба по мишени
[image: image48.png]



	Стрелок делает выстрел по круглой мишени. Даже если он стреляет очень прицельно, предсказать на все 100%, попадет ли он в «яблочко», невозможно. Правда, в отличие от предыдущих примеров, здесь трудно представить себе многократное повторение опыта в неизменных условиях: от выстрела к выстрелу стрелок может уставать и стрелять хуже или, наоборот, «набивать руку» и улучшать прицельность своей стрельбы. 

И все же, в первом приближении, этот опыт тоже можно считать случайным. Модель такого опыта вы также найдете на (. Она создана в ВЛ «Геометрическая вероятность», с которой мы познакомимся позднее.

	
	

	(
Пример 7.

Монета и тетрадный лист
	На тетрадный лист в линейку наудачу бросается монета. Но на этот раз интересуются не тем, какой стороной упала монета, а тем, сколько линеек она при этом пересекла. Налицо все признаки случайного эксперимента – непредсказуемость и возможность многократного повторения. Модель этого опыта есть на (.
 ?   Может ли монета при данных параметрах модели пересечь 4 линейки? 3? 2? 1? 0?

 !   С помощью кнопки [image: image49.bmp]  задайте такой размер монеты, чтобы она могла упасть, не пересекая ни одной линейки. 

	
	

	(
Пример 8.

Лотерея Спортлото «5 из 36»
	В лотерее «Спортлото» нужно заполнить карточку, в которой из 36 номеров с названиями видов спорта необходимо зачеркнуть те 5 номеров, которые, по вашему мнению, окажутся выигрышными. Заполненная карточка отправляется по почте в оргкомитет лотереи и участвует в тираже, при проведении которого и определяются 5 выигрышных номеров. Делается это так: из барабана, в котором непрерывно перемешиваются 36 шаров, друг за другом выкатываются 5 выигрышных номеров. Модель такого опыта есть на (.
 ?   Что означает в этой модели цвет шаров?

 !   Проведите серию из 100 «тиражей» Спортлото.  Какое максимальное количество номеров вам удалось при этом «угадать»?

	
	

	(
Пример 9.

Рулетка
	Слово рулетка происходит от французского roulette - колесико. Рулетка представляет собой круг, разделенный на сектора, которые могут быть пронумерованы и окрашены в разные цвета. 

Чтобы наугад выбрать один из этих секторов, используют разные способы: 

· раскручивают стрелку, закрепленную в центре круга; 

· раскручивают сам круг, а стрелку делают неподвижной; 

· вместо стрелки используют шарик, который бросают на раскрученный круг и ждут, когда он остановится в какой-то из лунок, сделанных в каждом секторе. 

Первый способ вы можете увидеть в телевизионной игре «Что? Где? Когда?», второй – в телешоу «Поле чудес», а третий используется в азартной игре, которая так и называется «Рулетка». Все три описанных модели вы найдете на (.
 !   С помощью кнопки [image: image50.bmp]  попробуйте поменять вид и способ раскручивания рулетки. Проведите несколько случайных опытов. 

	
	

	(
Пример 10.

Весеннее половодье
	Во время весеннего половодья уровень воды в реках начинает резко подниматься. Реки выходят из берегов и могут затопить значительные участки суши, находящиеся в пойме. Заранее предсказать, каков будет максимальный уровень подъема воды, невозможно: слишком много причин на это влияют. Именно это обстоятельство позволяет рассматривать весеннее половодье как пример случайного эксперимента, который ставит за нас сама природа.

На ( представлены результаты таких «экспериментов» над рекой Окой в районе города Калуги за последние 20 лет.

 ?   В каком году разлив был самым сильным?

 ?   Если бы вас попросили сделать прогноз уровня подъема воды в Оке в следующем году, как бы вы поступили?

	
	

	
	ТЕСТЫ

	Вопрос №1

	Событие, которое при одних и тех же условиях может как произойти, так  и не произойти, называется: 

· непредсказуемым;

· случайным;

· закономерным;

· неизвестным.

	
	

	Вопрос №2

	Важнейшие свойства случайного опыта – это  ?  и  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Укажите соответствие:

Стрельба по мишени

При выстреле в мишень пуля попала в «десятку»

Случайное событие

Случайный опыт



	
	

	Вопрос №4

	 ?   –  это исследование каких-либо реальных явлений, процессов через построение их моделей.

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	
Задание №1
	Перед вами модель случайного опыта с монетой. Попробуйте предсказать исход ближайшего опыта: введите свой прогноз и нажмите кнопку «Готово». Сколько попыток вам понадобилось для того, чтобы угадать, чем закончится опыт? 

Сравните свои успехи с результатами одноклассников с помощью . Какое число попыток было наименьшим?  Какое наибольшим?  Сколько попыток понадобилось в среднем по всему классу?

	
	

	
Задание №2
	Перед вами модель случайного опыта с кубиком. Попробуйте предсказать исход ближайшего опыта: введите свой прогноз и нажмите кнопку «Готово». Сколько попыток вам понадобилось для того, чтобы угадать, чем закончится опыт? 

Сравните свои успехи с результатами одноклассников с помощью . Какое число попыток было наименьшим?  Какое наибольшим?  Сколько попыток понадобилось в среднем по всему классу? В каком опыте - с монетой или кубиком - предсказать исход было легче? С чем это связано?

	
	

	
Задание №3
	Перед вами модель случайного опыта с двумя кубиками. Попробуйте предсказать, какая сумма очков выпадет на кубиках: введите свой прогноз и нажмите кнопку «Готово». Сколько попыток вам понадобилось для того, чтобы угадать будущее значение суммы? 

Сравните свои успехи с результатами одноклассников с помощью . Какое число попыток было наименьшим?  Какое наибольшим?  Как вы думаете, как надо строить прогноз в этой задаче, чтобы он был наиболее успешным?

	
	

	(
Задание №4
	На ( приведены два опыта, в которых из коробки с 3-мя красными и 3-мя зелеными шарами друг за другом извлекают 4 шара. В одном из опытов извлеченный шар каждый раз возвращается обратно (выбор с возвращением) в другом - не возвращается (выбор без возвращения). 
Определите, какая модель какому опыту соответствует. Свой ответ обоснуйте результатами экспериментов.

	
	

	(
Задание №5
	В игровом автомате три окошка, в каждом из которых может выпасть любая из цифр от 0 до 9. Смоделируйте такой случайный опыт и проведите серию из 100 экспериментов. 

	
	

	(
Задание №6
	В коробке лежат три красных и три синих носка. Какое минимальное количество носков нужно одновременно вытащить из коробки, чтобы среди них наверняка оказались носки одного цвета? Постройте соответствующий случайный опыт в лаборатории. 

	
	

	(
Задание №7
	На тетрадный лист бросают монету. Расстояние между линейками равно 14 мм. При каком радиусе монеты она наверняка пересечет хотя бы одну линейку?  Смоделируйте такой опыт в лаборатории и проверьте свой ответ экспериментально.

	
	

	(
Задание №8
	Перед вами результаты 240 матчей чемпионата России по футболу 2006 года. С определенными оговорками эти матчи можно считать серией случайных опытов, а результатом каждого опыта – две случайные цифры от 0 до 6 (именно в этом диапазоне менялось количество голов, забитых одной командой).

Попробуйте смоделировать такой опыт в лаборатории. Проведите серию из 240 таких опытов и сравните полученные результаты с исходными данными. Есть ли между ними принципиальное отличие? В чем оно состоит?

	
	

	(
Задание №9
	Перед вами данные о 78 пациентах хирургического отделения больницы. В предпоследнем столбце таблицы указана группа крови каждого пациента – число от 1 до 4. Будем считать группу крови результатом случайного эксперимента. 

Попробуйте смоделировать такой опыт в лаборатории. Проведите серию из 78 таких опытов и сравните полученные результаты с исходными данными. Есть ли между ними принципиальное отличие? В чем оно состоит?

	
	

	(
Задание №10
	Перед вами уже знакомый опыт, в котором из трех пар одинаковых перчаток наугад выбирают две. Каким случайным опытом с выбором шаров из урны его можно заменить? 
Смоделируйте этот опыт в лаборатории. Проведите серию из 1000 опытов с перчатками и такую же серию с шарами. Сравните полученные результаты.

	
	

	(
Задание №11
	Перед вами опыт с тремя монетами. Каким случайным опытом с выбором шаров из урны его можно заменить? 
Смоделируйте этот опыт в лаборатории. Проведите серию из 1000 опытов с монетами и такую же серию с шарами. Сравните полученные результаты.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Случайные эксперименты вокруг нас
	Вспомните и соберите как можно больше известных вам случайных экспериментов в природе, обществе, повседневной жизни. Запишите их, распределив по трем категориям: 

· можем провести сами; 

· можем наблюдать за ними в природе; 

· можем наблюдать за ними в общественной жизни. 

Обоснуйте, почему их можно считать случайными опытами (для этого вспомните два основных свойства случайного опыта). Приведите результаты хотя бы одного из перечисленных экспериментов, повторив (или пронаблюдав) его не менее 10-ти раз. Как вы думаете, какие из приведенных экспериментов можно смоделировать на компьютере? 

Подготовьте по результатам проведенного исследования презентацию в MS Power Point.


2.2. Случайные события
Случайное событие. Невозможное событие

Еще раз о случайных, невозможных и достоверных событиях

Пример 1. Выпало четное число

Пример 2. Шары одного цвета

Пример 3. На одну сторону или на разные?

Пример 4. Парные перчатки

Пример 5. Монета пересечет линейки

Пример 6. Житель оказался пенсионером

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Случайное событие
	Напомним, что случайными принято называть события, которые при проведении эксперимента в одних и тех же условиях могут как произойти, так и не произойти. Для дальнейшего удобно расширить это определение.

Будем называть случайным любое событие, связанное со случайным экспериментом. 

Это определение действительно шире: теперь мы будем называть случайными и те события, которые никогда не происходят или, наоборот, происходят в каждом эксперименте. Однако такие события имеют и специальные названия (хотя, тем не менее, относятся к случайным событиям). 

	Невозможное событие
	Невозможным называется событие, которое при проведении данного случайного эксперимента никогда не происходит. 

Например, события 

· при подбрасывании игрального кубика выпадет 7 очков; 

· при подбрасывании трех монет число орлов окажется равно числу решек; 

· на очередном чемпионате мира по хоккею не будет забито ни одного гола 

являются, очевидно, невозможными.

	Достоверное событие
	Достоверным называется событие, которое обязательно наступает при проведении данного случайного эксперимента. Например, события 

· при подбрасывании игрального кубика выпадет меньше 7 очков; 

· при подбрасывании трех монет число орлов окажется не равно числу решек; 

· в очередном чемпионате мира по хоккею будет забит хотя бы один гол 

являются, очевидно, достоверными.

	Еще раз о случайных, невозможных и достоверных событиях
	В реальных случайных экспериментах и явлениях далеко не всегда удается заранее сделать вывод о невозможности или достоверности какого-либо события. В одном из своих учебников авторы этих строк приводили в качестве невозможного такое событие: «В следующем году снег в Москве вообще не выпадет». После зимы 2007 года, когда снега не было даже под Новый год,  невозможность этого события стала не такой очевидной... 

Это дает еще один повод назвать случайными все события, связанные со случайным экспериментом.

В дальнейшем мы будем часто обозначать случайные события заглавными латинскими буквами A, B, C, …

	
	

	(
Пример 1.

Выпало четное число
	Бросаем кубик. Событие A наступает всякий раз, когда на кубике выпадает четное число очков.

 !   Проведите 10 таких опытов и посчитайте, сколько раз при этом произошло событие A. 
 ?   Как вы думаете, сколько раз произойдет это событие, если кубик бросить 100 раз? 1000 раз?

	
	

	(
Пример 2.

Шары одного цвета
	Из урны, в которой 3 желтых и 3 синих шара, не глядя, вынимают 2 шара. Событие A наступает всякий раз, когда вынутые шары оказываются одного цвета, а событие B – когда оба шара желтые.

 ?   Как вы думаете, какое событие будет наступать чаще - A или B? Почему?

	
	

	(
Пример 3.

На одну сторону или на разные?
	Бросаем две монеты. Событие A наступает всякий раз, когда монеты выпадают на одну и ту же сторону, а событие B – на разные.
 ?   Как вы думаете, какое событие будет наступать чаще - A или B? Почему?

 !   Проверьте свое предположение экспериментально.

	
	

	(
Пример 4.

Парные перчатки
	Из коробки, в которой лежат 3 пары одинаковых перчаток, не глядя, вынимают 2 перчатки. Событие A наступает всякий раз, когда перчатки оказываются парными (т.е. на разные руки), а событие B – когда непарными (т.е. на одну руку).

 ?   Как вы думаете, какое событие будет наступать чаще - A или B? Почему?

 !   Проверьте свое предположение экспериментально.

	
	

	(
Пример 5.

Монета пересечет линейки
	На тетрадный лист в линейку наудачу бросают монету. Событие A наступает всякий раз, когда монета пересечет хотя бы одну линейку.

 ?   При каком радиусе монеты событие A будет достоверным?

 ?   При каком радиусе монеты событие A будет невозможным?

 !   Проверьте свои ответы экспериментально.

	
	

	(
Пример 6.

Житель оказался пенсионером
	Перед вами таблица, в которой был записан возраст и пол респондентов, участвовавших в опросе общественного мнения. Рассмотрим событие A = {респондент оказался пенсионером}. 

Как узнать, в каких экспериментах это событие произошло? Сначала выпишем рядом с каждым жителем его пенсионный возраст (для женщин - 55 лет, для мужчин - 60 лет). Это удобно сделать с помощью функции ЕСЛИ(). Теперь найдем разность столбцов C и A – в строках, где она отрицательна,  находятся пенсионеры. Последний столбец также заполнен с помощью функции ЕСЛИ().

 ?   Раскройте эту таблицу в отдельном окне и изучите использованные в ней формулы.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Событие, которое при проведении данного случайного эксперимента никогда не происходит, называется  ? .

	
	

	Вопрос №2

	Событие, которое обязательно наступает при проведении данного случайного опыта, называется  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Укажите соответствие:

При подбрасывании двух монет выпало не более двух «решек».

При подбрасывании двух монет выпали «орел» и «решка».

При подбрасывании двух монет выпало три «орла».

Случайное событие


Невозможное событие

Достоверное событие



	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Проведите случайный опыт с подбрасыванием 4-х монет и укажите, какие из следующих событий в этом опыте произошли, а какие нет: 

· A = {Орлов и решек выпало поровну}

· B = {Орлов выпало больше}

· C = {Решек выпало больше} 

	
	

	(
Задание №2
	Из коробки, в которой 3 красных, 3 синих и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Проведите такой опыт и укажите, какие из следующих событий в этом опыте произошли, а какие нет:
· A = {Среди вынутых шаров нет красных}

· B = {Среди вынутых шаров есть хотя бы один красный}

· C = {Все вынутые шары красные}

	
	

	(
Задание №3
	В игровом автомате три окошка, в каждом из которых может выпасть любая из цифр от 0 до 9. Проведите такой случайный опыт и укажите, какие из следующих событий в этом опыте произошли, а какие нет: 

· все три цифры одинаковые;

· все три цифры разные;

· не все цифры разные;

· среди выпавших цифр есть четные;

· среди выпавших цифр есть нечетные.

	
	

	(
Задание №4
	В шкафу лежат пять пар ботинок с 41-го по 45-й размеры. Какое минимальное количество ботинок нужно вытащить из шкафа, чтобы событие «Среди них есть парные» было достоверным? Постройте соответствующий случайный опыт в лаборатории. 

	
	

	(
Задание №5
	На тетрадный лист бросают монету. Расстояние между линейками равно 14 мм. При каком радиусе монеты событие «Монета пересекла 3 линейки» будет невозможным?  Смоделируйте такой опыт в лаборатории и проверьте свой ответ экспериментально.

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами результаты 240 матчей чемпионата России по футболу 2006 года. Будем рассматривать их как серию случайных опытов. Посчитайте, сколько раз в этой серии опытов наступило событие «Матч закончился вничью».

	
	

	(
Задание №7
	Перед вами результаты многолетних наблюдений за максимальным уровнем весеннего подъема воды в реке Оке в районе г.Калуги. Используя возможности MS Excel, посчитайте, сколько раз за эти годы произошли следующие случайные события: 

· A = {Уровень подъема воды превысил 10 метров}; 

· B = {Уровень подъема воды не превысил 5 метров};

· C = {Уровень оказался наибольшим за все предшествующие годы};  

· D = {Уровень оказался наименьшим за все предшествующие годы}.  

	
	

	
Задание №8
	Наблюдая за случайными событиями, которые происходят вокруг нас, мы можем заметить, что одни события происходят чаще, а другие реже. Иногда эту разницу можно уловить «на глаз». 

Попробуйте определить, какое из двух событий - A или B - происходит чаще в уже знакомом вам опыте: из коробки, в которой 3 красных, 3 синих и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара: 

· Событие A = {Все вынутые шары одного цвета};  

· Событие B = {Все вынутые шары разных цветов}.  

Сравните свое мнение с мнением одноклассников с помощью .

	
	

	(
Задание №9
	Перед вами модель опыта с кубиком. Попробуйте предсказать, произойдет ли в ближайшем опыте каждое из следующих событий: 

· A = {Выпадет четное число}

· B = {Выпадет 6} 

· C = {Выпадет число больше 2}

	
	

	(
Задание №10
	Из коробки, в которой 3 красных, 3 синих и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Попробуйте предсказать, произойдет ли в ближайшем опыте каждое из следующих событий: 

· A = {Среди вынутых шаров нет красных}

· B = {Среди вынутых шаров есть хотя бы один красный} 

· C = {Все вынутые шары красные} 

	
	

	
	ИГРЫ

	
	

	Что с обратной стороны?
	Вам предлагается сыграть с компьютером в следующую вероятностную игру. Имеются три диска, окрашенные с двух сторон следующим образом: 

· красный-красный;

· синий-синий; 

· красный-синий. 

Компьютер случайно выбирает один из дисков и показывает одну из его сторон. Вы должны угадать цвет обратной стороны диска. Если угадаете - получите 1 очко, не угадаете – очко получит компьютер. Все очки автоматически суммируются и показываются на диаграмме.

 !   Попробуйте обыграть компьютер.


2.3. Элементарные исходы
Исходы. Элементарные исходы

Элементарные или неэлементарные

Пример 1. Орел и решка

Пример 2. Шляпка и острие

Пример 3. Шесть граней кубика

Пример 4. 1 шар из 6

Пример 5. Две монеты

Пример 6. 2 шара из 6

Пример 7. Две перчатки

Пример 8. Куда попала пуля?

Пример 9. Расстояние до ближайшей линейки

Пример 10. ЕГЭ по математике

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Исходы

	Возможными исходами случайного эксперимента называются все взаимоисключающие друг друга варианты, одним из которых он должен завершиться.

В результате эксперимента всегда происходит один и только один из его исходов. То есть, с одной стороны, в одном эксперименте не могут произойти сразу два исхода, с другой - эксперимент не может завершиться вообще без всякого исхода. 

Заметим, что число возможных исходов случайного опыта может  быть любым – от двух до бесконечности. Например, опыт с монетой имеет всего два возможных исхода (орел и решка), а опыт с кубиком – шесть. Но далеко не во всех случаях все возможные исходы опыта столь очевидны. 

	Элементарные исходы
	Из коробки с одним белым и двумя черными шарами вытаскивают наугад один шар. Сколько возможных исходов у этого опыта? Можно сказать два: шар окажется либо белым, либо черным. А можно сказать три: белый, черный-1, черный-2. И то, и другое правильно, просто во втором случае исходы выбраны более элементарными, а сам опыт описывается ими более детально.

Исходы эксперимента называют элементарными, если их нельзя поделить на более простые. Элементарные исходы в теории вероятностей называют еще элементарными событиями.  

	Элементарные или неэлементарные


	Элементарность исхода – понятие довольно относительное. Как вам уже известно из курса естествознания, молекулы долгое время считались элементарными, пока не открыли, что они состоят из атомов. Название «атом» было выбрано от греческого atomos  - неделимый. И вдруг выяснилось, что атомы еще как делятся и состоят из элементарных частиц…

Так же (или почти так) обстоит дело и с исходами: в одном и том же опыте можно опускаться на разные ступени «элементарности» при выборе системы исходов. При этом нужно понимать, что чем элементарнее исходы, тем детальнее они описывают эксперимент, но и тем сложнее становится это описание. Рассмотрим уже знакомый нам опыт, в котором делается выстрел по мишени:

[image: image51.png]



Абсолютно правильно будет сказать, что этот опыт может завершиться одним из 11-ти возможных исходов: стрелок может выбить 0, 1, 2,…, 10 очков. Но будут ли они  элементарными? Ведь одно и то же число очков можно заработать разными попаданиями. Даже для того, чтобы выбить десятку, не обязательно попадать точно в центр. Можно считать исходом каждого выстрела расстояние от точки попадания до центра мишени. Такие исходы будут уже более элементарными. При этом их будет уже бесконечно много: любое действительное число от 0 до 
[image: image52.wmf]¥

. Но и на этом элементарность не заканчивается: ведь можно считать исходом каждого выстрела не расстояние до центра, а саму точку попадания. При этом каждый исход будет обозначаться уже не одним числом, а парой чисел – координат этой точки.

Как видите, делая исходы опыта все более элементарными, мы неизбежно увеличиваем их количество. Поэтому в каждом конкретном случае нужно выбирать систему исходов, исходя из здравого смысла и условий проведения опыта.

	
	

	(
Пример 1.

Орел и решка
	Простейший случайный опыт с монетой имеет всего два элементарных исхода – «орел» и «решка». Мы будем обозначать эти исходы буквами О и Р.

 !   Проведите несколько таких опытов в виртуальной лаборатории. 

 ?   Как вы думаете, какие данные выводятся при этом на закладке «Исходы»?

	
	

	(
Пример 2.

Шляпка и острие
	Упавшая на пол кнопка может выпасть на шляпку или острие. Эти два исхода мы будем обозначать буквами ш и о.

 !   Запустите серию таких опытов.

 ?   В опыте с кнопкой, как и в опыте с монетой, всего два элементарных исхода. А в чем тогда принципиальная разница между этими опытами?

	
	

	(
Пример 3.

Шесть граней кубика
	В результате этого опыта на кубике может выпасть одна из его шести граней, которые мы будем кодировать числами от 1 до 6.

 !   Запустите серию таких опытов.

 ?   Что можно сказать о 6-ти возможных исходах этого опыта?

	
	

	(
Пример 4.

1 шар из 6
	В коробке лежат 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара. Из нее, не глядя, вытаскивают один шар. Опыт может завершиться одним из трех исходов: К, Ж, З.

 !   Проведите несколько таких опытов.

 ?   Будут ли эти исходы элементарными? Постройте в этом опыте систему элементарных исходов. Для этого нажмите кнопку [image: image53.bmp] и поставьте опцию «Пронумеровать все предметы» 

	
	

	(
Пример 5.

Две монеты
	В этом опыте две монеты бросают одновременно. В результате монеты могут выпасть так: ОО, ОР, РО, РР - всего четыре исхода. 
 ?   А как можно построить систему исходов этого опыта, чтобы она содержала всего три исхода? Постройте в этом опыте такую систему исходов. Для этого нажмите кнопку [image: image54.bmp]  и уберите опцию «Различать монеты»

	
	

	(
Пример 6.

2 шара из 6
	В коробке по-прежнему лежат 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара. Из нее вытаскивают одновременно два шара. Теперь возможных исходов больше: ЖЖ, ЖЗ, ЖК, ЗЗ, ЗК. 

 !   Проведите несколько таких опытов.

 ?   Будут ли эти исходы элементарными? Постройте в этом опыте систему элементарных исходов. Для этого нажмите кнопку [image: image55.bmp] и поставьте опцию «Пронумеровать все предметы» 

	
	

	(
Пример 7.

Две перчатки
	В коробке лежат 3 пары одинаковых перчаток. Из нее, не глядя, вытаскивают две перчатки. Возможны следующие исходы: ЛЛ, ЛП, ПП (Л - левая, П - правая). 
 !   Проведите несколько таких опытов.

 ?   Будут ли эти исходы элементарными? Постройте в этом опыте систему элементарных исходов. Для этого нажмите кнопку [image: image56.bmp] и поставьте опцию «Пронумеровать все предметы»

	
	

	(
Пример 8.

Куда попала пуля?
	По мишени делают выстрел. Возможный исход - любая точка в плоскости мишени. Если принять центр мишени за начало координат, то элементарные исходы можно обозначать парами чисел (x,y) - координатами точек, в которые попадает пуля. 
 ?  Проведите серию таких опытов и выясните, все ли точки плоскости считаются возможными исходами в этой модели? Каким условием на (x,y) их можно описать?

	
	

	(
Пример 9.

Расстояние до ближайшей линейки
	На тетрадный лист в линейку наудачу бросается монета. Как и в опыте с мишенью, исходами можно считать точки на плоскости листа, в которые попадает центр монеты. Но если интересоваться только расположением монеты по отношению к линейкам, то в качестве элементарных исходов можно принять расстояние от центра монеты до ближайшей линейки.
 ?  В каких пределах меняется это расстояние? 

	
	

	(
Пример 10.

ЕГЭ по математике
	При наблюдении за реальными процессами и явлениями выбор возможных исходов опыта часто определяется целью проводимого исследования. Перед вами таблица, в которой приведены результаты 11-классников, сдавших единый государственный экзамен по математике (ЕГЭ). Этот экзамен оценивается сначала по 100-балльной шкале (первый столбец таблицы), а затем переводится в пятибалльную для выставления оценок в школьный аттестат (второй столбец). И то, и другое можно считать исходами данного случайного опыта. 

 ?  Сколько таких исходов будет в первом случае и сколько во втором?

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	В результате случайного опыта может произойти ровно  ?  из его исходов.

	
	

	Вопрос №2

	Если исходы случайного опыта нельзя поделить на более простые, то такие исходы называют:

· случайными;

· невозможными;

· элементарными;

· простейшими.

	
	

	Вопрос №3

	Каково наименьшее возможное число исходов случайного опыта?

· 0;

· 1;

· 2;

· 3.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Из коробки, в которой 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают один шар. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать шары одного цвета между собой? Постройте соответствующие модели в лаборатории.

	
	

	(
Задание №2
	Бросают два кубика. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать кубики между собой? Постройте соответствующие модели в лаборатории.

	
	

	(
Задание №3
	Бросают две монеты. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать монеты между собой? 

Используя возможности лаборатории, ответьте на эти же вопросы для трех, четырех и пяти монет. Видна ли какая-то закономерность?

	
	

	(
Задание №4
	Одновременный выбор. Из коробки, в которой 2 белых и 2 черных шара, вытаскивают одновременно два шара. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать шары одного цвета между собой? Постройте соответствующие модели в лаборатории.

	
	

	(
Задание №5
	Выбор без возвращения. Из коробки, в которой 2 белых и 2 черных шара, вытаскивают друг за другом два шара. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать шары одного цвета между собой? Постройте соответствующие модели в лаборатории.

	
	

	(
Задание №6
	Выбор с возвращением. Из коробки, в которой 2 белых и 2 черных шара, вытаскивают сначала один шар. Затем возвращают его обратно, шары перемешивают и вытаскивают другой шар. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать шары одного цвета между собой? Постройте соответствующие модели в лаборатории.

	
	

	(
Задание №7
	Из коробки, в которой 2 синих, 2 зеленых и 2 красных шара, вытаскивают одновременно два шара. Сколько элементарных исходов у этого опыта? Сколько исходов получится, если не различать шары одного цвета между собой? Попробуйте найти ответ в уме, а потом проверьте себя с помощью лаборатории.

	
	

	
Задание №8
	Перед вами даты рождения ваших одноклассников, собранные ранее с помощью . Будем считать каждую такую дату результатом случайного опыта. Сколько у него возможных исходов и сколько из них осуществилось в приведенных 30-ти опытах, если считать исходами
a) все возможные даты рождения (число, месяц, год); 

b) все возможные дни рождения (число и месяц); 

c) все возможные месяцы рождения; 

d) все возможные дни недели. 

	
	

	(
Задание №9
	При определении группы крови имеет значение не только номер группы (от 1 до 4), но и так называемый резус-фактор, который может быть положительным или отрицательным. 

Перед вами данные о 78 пациентах хирургического отделения больницы. В двух последних столбцах таблицы указаны группа крови и резус-фактор каждого пациента. Будем считать их результатом случайного эксперимента. Сколько у этого эксперимента возможных исходов? Сколько из них осуществилось в приведенной серии из 78 опытов?

	
	

	(
Задание №10
	Перед вами уже знакомые вам результаты 240 матчей чемпионата России по футболу 2006 года. Будем считать каждый такой матч случайным опытом. Сколько у него возможных исходов, если считать, что больше 9 голов за игру ни одна из команд не забивает? Сколько из этих исходов осуществилось в процессе чемпионата? Порядок чисел в счете учитывается (т.е. считается, что 2:1 и 1:2 это разные исходы).

	
	

	(
Задание №11
	Проводится опыт с кубиком. Как вы думаете, будет ли какой-то из шести исходов этого опыта происходить чаще остальных? Для ответа на этот вопрос проведите серию экспериментов и посмотрите на результаты, полученные в лаборатории. Можно ли было дать этот ответ, не проводя серию опытов? Если да, объясните, из каких соображений.

	
	

	(
Задание №12
	У маленькой Вари две одинаковые пары перчаток. Уходя на улицу, она случайно выбирает из них две. Рассмотрим «неэлементарные» исходы этого опыта, считая две пары варежек абсолютно одинаковыми: ЛЛ, ЛП, ПП. Как вы думаете, какой из них будет происходить чаще остальных? Для ответа на этот вопрос проведите серию экспериментов. Можно ли было дать этот ответ, не проводя опытов? 

	
	

	(
Задание №13
	Из коробки, в которой 3 синих, 3 зеленых и 3 красных шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Рассмотрим «неэлементарные» исходы этого опыта, считая шары одного цвета неразличимыми между собой. Как вы думаете, будет ли какой-то из исходов этого опыта происходить чаще остальных? Для ответа на этот вопрос проведите серию экспериментов. Можно ли было дать этот ответ, не проводя серию опытов? Если да, объясните, из каких соображений.

	
	

	(
Задание №14
	Перед вами круговая мишень, по которой производятся выстрелы. Будем считать, что стрелок не целится и с равными шансами может попасть в любую точку мишени (но не в «молоко»!). 

Как вы думаете, сколько очков он, скорее всего, выбьет? Для ответа на этот вопрос проведите серию экспериментов и посмотрите на результаты, полученные в лаборатории. Можно ли было дать этот ответ, не проводя серию опытов? Если да, объясните, из каких соображений.

	
	

	
	ИГРЫ

	
	

	Два кубика
[image: image57.png]
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	Вам предлагается сыграть с компьютером в следующую вероятностную игру. Перед вами два не совсем обычных игральных кубика (см. рисунок слева). Вы можете первыми выбрать кубик, которым будете играть. Оставшийся кубик достается компьютеру. Игроки подбрасывают свои кубики и тот, у кого на кубике выпало больше, получает 1 очко. Все очки автоматически суммируются и показываются на диаграмме. 

 ?  Какой кубик вы выбираете?

	
	


2.4. Случайные события и множества
Благоприятные исходы. Событие как множество благоприятных исходов

Противоположное событие

Диаграммы Эйлера

Пример 1. Вынули желтый шар

Пример 2. Монеты выпали на разные стороны

Пример 3. Вынули шары одного цвета

Пример 4. Вынули парные перчатки

Пример 5. Пуля попала в «яблочко»

Пример 6. Монета не пересекла линейки

Пересекающиеся события. Несовместные события. Вложенные события

Пример 7. Три события

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Благоприятные исходы


	Мы уже говорили, что элементарные исходы называют еще элементарными событиями: ведь они состоят только из одного исхода и неделимы на более мелкие. 

А вот любое неэлементарное событие может наступить при различных исходах опыта. Все такие исходы называют благоприятными для этого события. Благоприятные они в том смысле, что приводят к его наступлению. 

Например, для случайного события «На кубике выпадет четное число очков» благоприятными исходами будут 2, 4 и 6.

	Событие как множество благоприятных исходов


	Если обозначить множество всех возможных исходов опыта греческой буквой 
[image: image59.wmf]W

, то каждый исход можно рассматривать как элемент этого множества 
[image: image60.wmf]W

Î

w

, а любое случайное событие A - как его подмножество 
[image: image61.wmf]W

Í

A

, состоящее из благоприятных для него исходов.
При этом невозможное и достоверное события получаются как два частных случая таких подмножеств:

· невозможному событию соответствует пустое множество исходов 
[image: image62.wmf]}

{

Æ

;

· достоверному событию соответствует множество всех исходов опыта 
[image: image63.wmf]W

.

Именно такой язык – теоретико-множественный – принят в математике для строгого аксиоматического построения теории вероятностей. Скоро вы увидите и оцените достоинства такого языка при описании случайных событий.

	
	

	Противоположное событие


	Итак, для любого случайного события A все исходы эксперимента делятся на два множества: благоприятные для этого события и все остальные, которые можно назвать неблагоприятными для него. Если рассматривать событие A как подмножество в множестве всех возможных исходов, то оно будет состоять из благоприятных исходов.

Событие, которое состоит из всех неблагоприятных для A исходов, называют противоположным к A и обозначают 
[image: image64.wmf]A

. Противоположное событие 
[image: image65.wmf]A

 наступает всякий раз, когда не наступает A и наоборот.

Очевидно, противоположным к 
[image: image66.wmf]A

 будет снова событие A. Часто говорят, что события A и 
[image: image67.wmf]A

 взаимно противоположные.

	
	

	Диаграммы Эйлера


	Соотношения между событиями очень удобно показывать на специальных диаграммах, которые великий немецкий математик Леонард Эйлер предложил использовать для наглядного изображения соотношений между множествами.

Все множество возможных исходов эксперимента на такой диаграмме изображается в виде прямоугольника, а входящие в него подмножества-события – в виде кругов или других фигур внутри этого прямоугольника. Вот так можно изобразить на диаграмме Эйлера события A и 
[image: image68.wmf]A

:

[image: image69.png]



Очень часто на диаграммах Эйлера мы будем изображать не только события, но и входящие в них исходы. При этом для исходов будут использоваться их естественные обозначения, а располагаться на диаграмме они должны так, чтобы оказаться внутри тех событий, которым они принадлежат. Вот так, например, будет выглядеть диаграмма Эйлера для события «На кубике выпадет четное число» и входящих в него исходов:

[image: image70.png]




	
	

	(
Пример 1.

Вынули желтый шар
	В коробке лежат 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара. Из нее, не глядя, вытаскивают один шар. Если пронумеровать все шары, лежащие в коробке, то у опыта будет 6 возможных исходов: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Рассмотрим событие A = {вынули желтый шар}. Благоприятными исходами для этого события будут шары с номерами 2 и 3: A = {2,3}.

 ?  А сколько благоприятных исходов будет у этого события, если не вводить нумерацию шаров?

	
	

	(
Пример 2.

Монеты выпали на разные стороны
	Бросаем две монеты. Рассмотрим событие A = {монеты выпали на разные стороны}. Благоприятными исходами для этого события будут ОР и РО: A = {ОР, РО}. 

 ?  Какое событие будет противоположным к A?

 !  Закрасьте 
[image: image71.wmf]A

 на диаграмме Эйлера.

	
	

	(
Пример 3.

Вынули шары одного цвета
	Из коробки, в которой лежат 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно два шара. Рассмотрим событие A = {вынули шары одного цвета}. 
Если различать только цвета шаров, то можно выписать 5 возможных исходов опыта: ЖЖ, ЖЗ, ЖК, ЗЗ, ЗК. Благоприятными для события A будут исходы ЖЖ и ЗЗ: A = {ЖЖ, ЗЗ}. 

Если пронумеровать все шары, лежащие в коробке, то у опыта будет уже 15 возможных исходов (они перечислены в лаборатории на (). Благоприятными для события A будут 4 из них: A = {23, 45, 46, 56}.

 ?  На какие исходы разбились после нумерации шаров ЖЖ и ЗЗ?

	
	

	(
Пример 4.

Вынули парные перчатки
	Из коробки, в которой лежат 3 пары одинаковых перчаток, не глядя, вытаскивают одновременно две перчатки. Рассмотрим событие A = {вынутые перчатки оказались парными}. 

Если не различать одинаковые перчатки, то можно выписать 3 возможных исхода опыта: ЛЛ, ЛП, ПП. Благоприятным для события A будет единственный исходы ЛП: A = {ЛП}. 

Если пронумеровать все перчатки, лежащие в коробке, то у опыта будет уже 15 возможных исходов (они перечислены в лаборатории). Благоприятными для события A будут 9 из них: A = {12, 14, 16, 23, 35, 34, 36, 45, 56}. 

 ?  А сколько исходов будут благоприятными для событий B = {обе перчатки левые} и C = {обе перчатки правые}?

	
	

	(
Пример 5.

Пуля попала в «яблочко»
	Стрелок делает выстрел по круглой мишени. Рассмотрим событие A = {пуля попала в «яблочко»}. Благоприятными исходами для этого события будут все точки центрального круга, т.е. такие точки 
[image: image72.wmf])
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	(
Пример 6.

Монета не пересекла линейки
	На тетрадный лист в линейку наудачу бросаем монету. Рассмотрим событие A = {монета не пересечет ни одной линейки}. Благоприятными исходами для этого события будут все точки 
[image: image74.wmf]]
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	Пересекающиеся события
	Если события имеют общие исходы, то говорят, что они пересекаются. В этом случае они вполне могут произойти в одном эксперименте одновременно.

Рассмотрим опыт, в котором из коробки с двумя красными, двумя желтыми и двумя зелеными шарами вынимают, не глядя, два шара. Тогда события A={вынутые шары одного цвета} и B={среди вынутых шаров есть желтый} пересекаются. На диаграмме Эйлера это будет выглядеть так: 
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	Несовместные события
	Если события не имеют общих исходов, то говорят, что они не пересекаются или несовместны. Несовместные события не могут произойти одновременно в одном опыте.

Рассмотрим опыт, в котором из коробки с двумя красными, двумя желтыми и двумя зелеными шарами вынимают, не глядя, два шара. Тогда события A={вынутые шары одного цвета} и B={среди вынутых шаров только один желтый} несовместны. На диаграмме Эйлера это будет выглядеть так:
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	Вложенные события
	Если все исходы одного события содержатся в другом событии, то говорят, что первое событие вложено во второе (или содержится во втором). 

Рассмотрим опыт, в котором из коробки с двумя красными, двумя желтыми и двумя зелеными шарами вынимают, не глядя, два шара. Тогда событие B={оба вынутые шара желтые} вложено в событие A={вынутые шары одного цвета}. На диаграмме Эйлера это будет выглядеть так:
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	(
Пример 7.

Три события
	Для трех событий различных случаев их взаимного расположения еще больше. 

Рассмотрим опыт, в котором из коробки с двумя красными, двумя желтыми и двумя зелеными шарами вынимают, не глядя, два шара. События A={вынутые шары одного цвета}, B={хотя бы один из шаров красный} и C={хотя бы один из шаров зеленый}будут располагаться на диаграмме Эйлера так: 
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Исходы случайного опыта, при которых наступает событие А, называются  ?  исходами для события А.

	
	

	Вопрос №2

	Событие, которое наступает всякий раз, когда не наступает событие А, называется  ?  событием для А.

	
	

	Вопрос №3

	Укажите соответствие:

Все исходы одного события содержатся в другом событии

События имеют общие исходы

События не могут произойти одновременно в результате одного опыта.

События пересекаются


Несовместные события


Одно событие вложено в другое



	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Перед вами опыт с кубиком. Рассмотрим случайное событие A = {на кубике выпадет простое число}. Постройте его в лаборатории и на диаграмме Эйлера.

	
	

	(
Задание №2
	Проводится опыт с подбрасыванием 4-х монет. Постройте в лаборатории следующие случайные события: 

A = {Орлов и решек выпало поровну};
B = {Орлов выпало больше};
C = {Решек выпало больше}.

	
	

	(
Задание №3
	Проводится опыт с кубиком. Расположите следующие события и соответствующие им исходы на диаграмме Эйлера:

A = {На кубике выпадет больше 2-х очков};

B = {На кубике выпадет меньше 4-х очков}.

	
	

	(
Задание №4
	Проводится опыт с кубиком. Расположите следующие события и соответствующие им исходы на диаграмме Эйлера:

A = {1, 3, 4};  B = {1, 3, 5, 6};  C = {1, 2, 5}.

	
	

	(
Задание №5
	Перед вами опыт с кубиком, в котором три случайных события - A, B и C - заданы множеством своих исходов. Подберите для каждого из этих событий соответствующее словесное описание. 

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами опыт с двумя кубиками. Постройте в виртуальной лаборатории следующие случайные события: 

A = {Сумма очков равна 2};

B = {Сумма очков равна 7}; 

C = {На первом кубике на 2 очка больше};

D = {На кубиках одинаковое число очков}.

	
	

	(
Задание №7
	Из коробки, в которой находятся 3 пары одинаковых перчаток, не глядя, вытаскивают одновременно две перчатки. Постройте в виртуальной лаборатории следующие случайные события: 

A = {Обе перчатки на левую руку};

B = {Обе перчатки на правую руку};

C = {Перчатки на одну руку};

D = {Перчатки на разные руки}.

	
	

	(
Задание №8
	Из коробки, в которой 3 красных, 3 синих и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Постройте в лаборатории следующие случайные события:
A = {Среди вынутых шаров нет красных}

B = {Среди вынутых шаров есть хотя бы один красный}

C = {Все вынутые шары красные}

	
	

	(
Задание №9
	Рассмотрим снова игровой автомат с тремя окошками, в каждом из которых может выпасть любая из цифр от 0 до 9. Расположите на диаграмме Эйлера события A = {все три цифры одинаковые} и B = {все три цифры разные}. Закрасьте событие C = {не все цифры разные}.

	
	

	(
Задание №10
	Из шкафа, в котором находятся три пары ботинок с 41-го по 43-й размеры, достают три ботинка. Постройте в лаборатории событие A = {Среди них есть парные}. 

	
	

	(
Задание №11
	В одной из предыдущих задач мы договорились рассматривать футбольные матчи как случайные опыты, каждый из которых может закончиться одним из 100 исходов: 0:0, 0:1, …, 9:9 (мы считаем, что любая из команд не может забить более 9-ти мячей). Сколько из этих исходов благоприятны для каждого из событий:

A = {Матч закончится вничью};

B = {Победит первая команда};

C = {Победит вторая команда};

D = {Разрыв в счете составит более трех мячей}.

Может ли служить моделью такого опыта случайный выбор 2-х цифр из 10-ти, показанный в лаборатории?

	
	

	(
Задание №12
	Рассмотрим в качестве случайного опыта футбольный матч «Спартак» –  «Динамо». Перед вами диаграмма Эйлера для двух событий:

A = {«Спартак» забил хотя бы один гол}

B = {«Динамо» забило хотя бы один гол}

Какое из следующих событий закрашено на диаграмме:
C = {матч закончился вничью};
D = {матч закончился со счетом 0:0};
E = {матч закончился со счетом 1:1};
F = {«Спартак» не выиграл};
G = {«Динамо» не проиграло}.

	
	

	(
Задание №13
	Из коробки, в которой 3 красных, 3 синих и 3 зеленых шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Перед вами диаграмма Эйлера для трех событий:

A = {среди вынутых шаров есть красный};
B = {среди вынутых шаров есть синий};
C = {среди вынутых шаров есть желтый}.
Закрасьте на ней событие
D = {все вынутые шары одного цвета}.

	
	

	
	ИГРЫ

	
	

	Три кубика
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	На прошлом уроке вы познакомились с игрой «Два кубика». Надеемся, что вам удалось обыграть в ней компьютер.

Теперь перед вами три столь же необычных кубика (см. рисунок слева). Первые два вам уже знакомы, и, наверное, вы даже знаете, каким из них лучше играть.

Вы снова имеете право первым выбрать любой из трех кубиков. Компьютер выберет себе кубик из двух оставшихся.  Правила игры остаются те же. 

 ?  Какой кубик вы выбираете на этот раз?


2.5. Частота
Абсолютная частота исхода. Относительная частота исхода

Абсолютная частота события. Относительная частота события

Частота событий и частота исходов

Подсчет «вручную»

Автоматический подсчет частот в лабораториях

Пример 1. Частота исходов в ВЛ

Пример 2. Частота событий в ВЛ

Подсчет частот в MS Excel
Пример 3. Частота исходов в MS Excel

Пример 4. Экспорт результатов в MS Excel

Пример 5. Зачем нужен экспорт результатов?

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	Напомним, что конечная цель этой темы – выяснить, что же такое вероятность случайного события. Весь наш жизненный опыт подсказывает, что любое событие считается тем более вероятным, чем чаще оно происходит. Значит, вероятность должна быть каким-то образом связана с частотой. А как измеряется частота?
Как и раньше, будем обозначать множество всех возможных исходов опыта греческой буквой 
[image: image83.wmf]W

 («омега» большая), а отдельный исход – буквой 
[image: image84.wmf]w

 («омега» маленькая).

	Абсолютная частота исхода


	Абсолютной частотой исхода 
[image: image85.wmf]w

 в серии из 
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 случайных экспериментов называется число  
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, которое показывает, сколько раз в этой серии эксперимент закончился исходом 
[image: image88.wmf]w

.

Абсолютная частота исхода всегда выражается целым числом  
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Сумма абсолютных частот всех исходов всегда равна числу проведенных опытов 
[image: image90.wmf]N
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 ?   Докажите последнее утверждение.

	Относительная частота исхода


	Относительной частотой исхода 
[image: image91.wmf]w

 в серии из 
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 случайных экспериментов называется число  
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, которое показывает, какая доля экспериментов в этой серии закончился исходом 
[image: image94.wmf]w

. Отсюда следует, что абсолютная и относительная частоты связаны соотношением:
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Относительная частота исхода (иногда говорят просто частота) выражается числом от 0 до 1.

Сумма относительных частот всех исходов всегда равна 1.
 ?   Докажите последнее утверждение.

	Абсолютная частота события
	Абсолютной частотой случайного события A в серии из 
[image: image96.wmf]N

 случайных опытов называется число 
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, которое показывает, сколько раз в этой серии произошло событие A.

Абсолютная частота события, как и исхода, всегда выражается целым числом 
[image: image98.wmf]N
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 для невозможного события A;

· 
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 для достоверного события A.

Для любого случайного события 
[image: image101.wmf]A

 сумма абсолютных частот событий 
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 и 
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 равна числу проведенных опытов: 
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 ?   Докажите последнее утверждение.

	Относительная частота события


	Относительной частотой случайного события A в серии из 
[image: image105.wmf]N

 случайных опытов называется число 
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, которое показывает, какая доля опытов в этой серии завершилась наступлением события A.
Отсюда следует, что абсолютная и относительная частоты связаны соотношением:


[image: image107.wmf]N
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Относительная частота события, как и исхода, выражается числом от 0 до 1. При этом:

· 
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 для невозможного события A;

· 
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 для достоверного события A.

Для любого случайного события 
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 сумма относительных частот событий 
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 и 
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 равна 1: 
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 ?   Докажите последнее утверждение.

	Частота событий и частота исходов
	Частоты исходов и событий связаны между собой замечательным соотношением: частота любого случайного события в любой серии испытаний равна сумме частот благоприятных для него исходов. Утверждение справедливо как для абсолютных, так и для относительных частот.

 ?  Докажите это утверждение.

	
	

	Подсчет «вручную»
	При проведении реальных экспериментов подсчет частот часто приходится производить вручную. Для этого перед проведением серии экспериментов рисуется таблица, в которой будет производиться такой подсчет. Вот так, например, будет выглядеть такая таблица для подсчета частот в экспериментах с кубиком: 

Исходы

Подсчет повторений

Абсолютная

частота

Относительная

частота

1

//// ////

9

0,18

2

//// /

6

0,12

3

//// ///

8

0,16

4

//// //// /

11

0,22

5

//// ////

9

0,18

6
//// //

7

0,14

И Т О Г О:

50

1

В первом столбце таблицы были заранее выписаны все воз​можные исходы опыта. Во втором столбце производилась ре​гистрация исходов во время проведения опытов. По завершении всей серии в третьем столбце были посчитаны абсолютные частоты исходов, а затем - в четвертом столбце -относительные частоты.

По этой таблице несложно посчитать частоту любого случайного события в этой серии экспериментов: для этого достаточно сложить частоты (абсолютные или относительные) благоприятных для этого события исходов.

	Автоматический подсчет частот в лабораториях
	В виртуальных лабораториях действует механизм автоматического подсчета абсолютных и относительных частот всех возможных исходов производимого опыта. Эти частоты, а также соответствующую им столбчатую диаграмму, можно увидеть в окне лаборатории на закладке «Исходы». При проведении серии экспериментов частоты автоматически пересчитываются и выводятся на экран после проведения каждого опыта.

Если вы сконструировали одно или несколько случайных событий, то подсчет их относительных частот будет также производиться автоматически. На закладке «Исходы» при этом будет выводиться график изменения частоты каждого события, обновляемый после проведения каждого опыта.

	
	

	(
Пример 1.

Частота исходов в ВЛ
	При проведении опытов с кубиком в виртуальной лаборатории автоматически подсчитывается абсолютная и относительная частота каждого исхода. Результаты выводятся в таблицу и показываются на столбчатой диаграмме.

 !  Проведите 1000 опытов с кубиком и проследите за изменением частот исходов.

 ?  Проверьте выполнение отмеченных ранее соотношений для абсолютных и относительных частот всех возможных исходов.

	
	

	(
Пример 2.

Частота событий в ВЛ
	Из урны, в которой находится 3 красных, 3 зеленых и 3 синих шара, вытаскивают, не глядя, одновременно 2 шара. Рассмотрим событие A = {среди вынутых шаров есть красный} и противоположное к нему событие 
[image: image114.wmf]A

 = {среди вынутых шаров нет красных}. 

 !  Проведите 1000 таких опытов и проследите за изменением частот событий A и 
[image: image115.wmf]A

 в виртуальной лаборатории.

 ?  Что можно сказать о графиках частот для событий A и 
[image: image116.wmf]A

? Чем объясняется такая симметрия?

	
	

	Подсчет частот в MS Excel
	При проведении случайных опытов в виртуальных лабораториях у вас всегда есть возможность экспортировать полученные данные в MS Excel для дальнейшей обработки и подсчета частот. Для этого достаточно нажать кнопку [image: image117.bmp]. Имея результаты серии случайных опытов в формате электронной таблицы, можно найти частоты исходов и событий с помощью функций MS Excel.
В примере, который вы видите на (, даны результаты 1000 испытаний с кубиком. Чтобы найти частоту каждого из шести исходов, в столбце B были выписаны все эти исходы от 1 до 6, в столбце C с помощью функции СЧЕТЕСЛИ () посчитаны их абсолютные частоты, а в столбце D – найдены относительные:

[image: image118.png]1
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 !  Раскройте приведенный пример и изучите все использованные в нем формулы. 

	
	

	(
Пример 3.

Частота исходов в MS Excel
	На ( записаны данные о пациентах хирургического отделения больницы. В предпоследнем столбце указана группа крови – число от 1 до 4. Группу крови можно считать результатом случайного эксперимента с четырьмя возможными исходами. Посчитать частоту каждого такого исхода в MS Excel можно, как уже говорилось, с помощью функции СЧЕТЕСЛИ().

Однако при переливании крови имеет значение не только номер группы (от 1 до 4), но и так называемый резус-фактор, который может быть положительным или отрицательным. В последнем столбце таблицы он обозначен символами «+» и «–» . При таком взгляде на наш случайный эксперимент у него будет уже не 4, а 8 возможных исходов. Чтобы воспользоваться для подсчета их частоты функцией СЧЕТЕСЛИ() в таблице, которая приведена на (, использован следующий прием: построен дополнительный столбец, в котором значения столбцов «Группа крови» и «Резус-фактор» склеены в одну строку с помощью операции «&»; и уже к этому столбцу применена функция СЧЕТЕСЛИ(). 

	
	

	(
Пример 4.

Экспорт результатов в MS Excel
	В лаборатории «Классическая вероятность» была проведена серия из 1000 случайных опытов: из урны, содержащей 3 красных, 2 желтых и 1 зеленый шар, извлекались одновременно 2 шара. Полученные результаты были экспортированы в MS Excel, где и была посчитана частота каждого из возможных исходов опыта.

Как и в предыдущем примере, исход каждого опыта, представленный в виде трех отдельных значений (букв К, Ж и З), пришлось склеить в одно слово и записать в новый столбец, а затем применить к нему функцию СЧЕТЕСЛИ(). 
 !  Раскройте таблицу и изучите все использованные в ней формулы. 

	
	

	(
Пример 5.

Зачем нужен экспорт результатов?
	Предыдущий пример может вызвать вопрос: зачем экспортировать результаты в MS Excel, если частота исходов и событий автоматически считается прямо в виртуальной лаборатории? Дело в том, что электронная таблица дает большую гибкость для обработки полученных данных.
Рассмотрим снова игровой автомат с тремя окошками, в каждом из которых может выпасть любая из цифр от 0 до 9. По результатам 1000 опытов с таким автоматом вам нужно посчитать, как часто все три цифры, которые появляются в окошках, оказываются разными. Конечно, можно решить эту задачу средствами лаборатории: отметить благоприятные для этого события исходы и запустить серию опытов. Но нужно сказать, что это будет довольно утомительным – у этого события 720 благоприятных исходов (скоро вы узнаете, как их можно посчитать)!
Существует более простое решение. Экспортируем результаты в MS Excel. Построим по трем полученным столбцам – A, B и C – четвертый, в который введем такую формулу:

= (A1-B1)*(B1-C1)*(A1-C1)
Если хотя бы два значения в столбцах A, B, C совпадают, то формула дает 0; если все три числа различны, то произведение будет ненулевым. Остается посчитать с помощью СЧЕТЕСЛИ(), сколько ненулевых значений оказалось в столбце D, и задача решена!
 !  Придумайте, как найти частоту события «Все цифры одинаковые». 

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Укажите соответствие:

Абсолютная частота случайного события А.


Относительная частота случайного события А.


Сумма абсолютных частот всех исходов опыта.

Доля опытов данной серии, в которых произошло А.

Число проведенных опытов.

Число опытов данной серии, в которых произошло событие А.



	
	

	Вопрос №2

	Опыт провели 100 раз. Чему равна сумма абсолютных частот всех возможных исходов этого опыта? 

	
	

	Вопрос №3

	Опыт провели 100 раз. Чему равна сумма относительных частот всех возможных исходов этого опыта? 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	
Задание №1
	Проведите 1000 опытов с кубиком и ответьте на вопросы:

a) Какой исход повторялся в этой серии чаще всего?  
b) Чему равна его абсолютная частота?  
c) Чему равна его относительная частота?  

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . Проявляются ли какие-то закономерности?

	
	

	
Задание №2
	Из коробки, в которой 2 красных, 2 зеленых и 2 синих шара, выбирают наугад 2 шара. Проведите 1000 таких опытов и ответьте на вопросы: 

a) Какой исход опыта повторялся чаще всего?

b) Чему равна его относительная частота?

c) Чему равна сумма абсолютных частот всех исходов?  

d) Чему равна сумма относительных частот?  

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . На какие из поставленных вопросов можно было ответить, не проводя опыт? 

	
	

	
Задание №3
	Проведите 1000 опытов с двумя кубиками. Экспортируйте полученные результаты в MS Excel и для каждого опыта найдите сумму чисел, выпавших на кубиках. С помощью функции СЧЕТЕСЛИ() вычислите абсолютную и относительную частоты каждого из возможных значений суммы и ответьте на вопросы: 

a) Какое значение суммы выпадало чаще всего?  

b) Чему равна его абсолютная частота?  

c) Чему равна его относительная частота?  

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . Видна ли какая-то закономерность?

	
	

	
Задание №4
	Проведите 1000 опытов с двумя кубиками. Экспортируйте полученные результаты в MS Excel и для каждого опыта найдите максимальное из двух чисел, выпавших на кубиках. С помощью функции СЧЕТЕСЛИ() вычислите абсолютную и относительную частоты каждого из возможных значений максимума и ответьте на вопросы:

a) Какое значение максимума выпадало чаще всего?

b) Чему равна относительная частота этого значения?  

c) Какое значение максимума выпадало реже всего?

d) Чему равна относительная частота этого значения?  

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . Видна ли какая-то закономерность?

	
	

	(
Задание №5
	Коля, Оля, Артем и Наташа разыгрывают по жребию два билета в кино. Смоделируйте этот эксперимент в виртуальной лаборатории. Проведите серию из 1000 таких опытов. Найдите относительную частоту каждого из событий:

A = {В кино пойдут мальчик с девочкой};

B = {В кино пойдут 2 мальчика};

C = {В кино пойдут Коля и Оля}.

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами три таблицы с результатами спортивных состязаний: все матчи чемпионата России по футболу 2006, итоговая таблица чемпионата России по хоккею 2006/07 и результаты матчей чемпионата мира по футболу 1982.

Найдите относительную частоту ничьих в каждой таблице. 

Как вы думаете, в каком виде спорта частота ничьих выше – в футболе или хоккее?

	
	

	
Задание №7
	Перед вами таблица, в которой представлен возраст учеников 7-го класса. Сколько различных исходов встречалось в этой серии опытов?  Найдите абсолютную и относительную частоту каждого из них. Какой исход повторялся чаще всего?  

Соберите данные о возрасте одноклассников с помощью , экспортируйте их в MS Excel и ответьте по ним на те же вопросы.

	
	

	
Задание №8
	Перед вами таблица с результатами медицинского обследования учеников 7-го класса: в первом столбце записан вес каждого ученика (в кг), во втором - рост (в см). Одна из формул идеального веса выглядит так: 

Вес = Рост – 100.

При этом вес задается в килограммах, рост - в сантиметрах. Например, для роста 155 см идеальным весом будет 55 кг. Допускается отклонение от этого соотношения в ту или другую сторону на 2 кг.  Найдите по этим данным относительные частоты следующих событий: 

A = {Вес в пределах нормы} 

B = {Вес избыточен} 

C = {Вес недостаточен} 

Проведите такое же исследование для своего класса с помощью .

	
	

	
Задание №9
	Перед вами модель опыта с шестью монетами. В каждом из этих опытов нас будет интересовать число выпавших орлов, которое может изменяться от 0 до 6. Проведите серию из 1000 таких опытов, проследите за изменением абсолютных и относительных частот каждого из этих исходов и ответьте на вопросы: 
a) Какое число орлов выпадало чаще всего?  

b) Какова его относительная частота?  

c) Какое число орлов выпадало реже всего?  

d) Какова его относительная частота?  

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . Видна ли какая-то закономерность?

	
	

	
Задание №10
	Из коробки, в которой 3 желтых, 3 зеленых и 3 красных шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. Среди вынутых шаров может оказаться от 0 до 3 красных шаров. Постройте для каждой из этих ситуаций случайное событие, проведите 1000 экспериментов и найдите относительную частоту каждого из них.

Какое число красных шаров вынималось чаще всего?  Какое реже всего?

Сравните свои результаты с результатами одноклассников с помощью . Видна ли какая-то закономерность?

	
	

	(
Задание №11
	При наборе текста на компьютере используется 256 символов (буквы, цифры, знаки и т.д.). Каждый символ имеет свой специальный код - число от 0 до 255. Маленькие и заглавные буквы различаются. При этом и те, и другие расположены в кодовой таблице по алфавиту. Перед вами таблица, в которой посчитана абсолютная частота каждого из 256 символов, с которой он встречался в некотором текстовом файле. Но вместо символов в этой таблице указаны их коды.

Зная, что исходный файл содержал литературный текст на русском языке, определите по этой таблице, какие коды имеют маленькие и заглавные русские буквы. Какая буква встречалась в тексте чаще всего?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Клавиатура компьютера
	Вы задумывались когда-нибудь, почему именно так (не по алфавиту!) располагаются буквы на клавиатуре компьютера? Оказывается, это связано с частотой их использования в русском языке. Перед вами таблица с 32 русскими буквами и их частотами (без буквы «ё»):

А

0,062

И

0,062

Р

0,04

Ш

0,006

Б

0,014

Й

0,01

С

0,045

Щ

0,003

В

0,038

К

0,028

Т

0,053

Ъ

0,001

Г

0,013

Л

0,035

У

0,021

Ы

0,016

Д

0,025

М

0,026

Ф

0,002

Ь

0,013

Е

0,072

Н

0,053

Х

0,009

Э

0,003

Ж

0,007

О

0,09

Ц

0,004

Ю

0,006

З

0,016

П

0,023

Ч

0,012

Я

0,018

Выясните, каким образом эти частоты связаны с расположением клавиш. Для этого расположите буквы в таблице так, как они располагаются на клавиатуре, и постройте над каждой буквой столбик, высота которого пропорциональна ее частоте (это можно сделать с помощью MS Excel). 


2.6. Вероятность
Стабилизация относительных частот. Вероятность

Как быстро частота приближается к вероятности?

Можно ли найти вероятность без эксперимента?

Свойства вероятности

Пример 1. Подбрасывание монеты

Пример 2. Подбрасывание кубика

Пример 3. Случайный выбор одного шара

Пример 4. Случайный выбор двух шаров

Пример 5. Случайный выбор перчаток

Пример 6. Стрельба по мишени

Пример 7. Вероятность в природе

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	Наконец-то мы подошли к самому главному понятию всего нашего курса – понятию вероятности. В толковом словаре русского языка С.И.Ожегова и Н.Ю.Шведовой читаем: «Вероятность - возможность исполнения, осуществимости чего-нибудь». Мы часто употребляем в повседневной жизни слова «вероятно», «вероятнее», «невероятно», оценивая тем самым  возможность исполнения различных событий.  

Основатель современной теории вероятностей А.Н.Колмогоров писал о вероятности так: «Вероятность математическая – это числовая характеристика степени возможности появления какого-либо определенного события в тех или иных определенных, могущих повторяться неограниченное число раз условиях». 

Итак, в математике вероятность случайного события выражается числом. О том, что это за число, как его можно найти и использовать на практике, мы и начинаем разговор в этом параграфе.

	Стабилизация относительных частот


	Удобно измерять вероятность случайных событий числами от 0 до 1. Достоверным событиям будет соответствовать вероятность 1 (максимально возможная), невозможным – вероятность 0 (минимально возможная), а всем остальным – что-то промежуточное (причем, чем вероятнее событие, тем ближе к 1).

В предыдущем параграфе мы выяснили, что именно так ведет себя относительная частота случайного события. Может быть, ее и следует принять за вероятность? К сожалению, такое определение нас вряд ли устроит:  значение частоты зависит не только от случайного события, но и от каждой конкретной серии опытов, а ведь мы хотим определить числовую характеристику события.

Но не будем торопиться с выводами и отвергать относительную частоту, как меру возможности случайного события. Давайте понаблюдаем, как изменяется относительная частота  одного и того же случайного события в разных сериях экспериментов. На ( представлен опыт с подбрасыванием кубика, в котором можно наблюдать за изменением относительной частоты события A = {На кубике выпадет четное число}.

 !  Проведите серию из 1000 таких опытов. Что происходит с относительной частотой события A? 
 !  Проведите еще несколько таких серий и убедитесь, что найденная закономерность продолжает выполняться.

	Вероятность


	Фундаментальным свойством относительных частот (если хотите – законом природы) является тот факт, что с увеличением числа опытов относительная частота случайного события постепенно стабилизируется и приближается к вполне определенному числу, которое и следует считать его вероятностью.
Только что вы могли наблюдать этот факт для опыта с кубиком. Проверьте, что то же самое можно наблюдать и в опыте с шарами, также записанном на (.

 ?  Как вы думаете, к какому числу приближается относительная частота события A = {вынуты шары одного цвета} с ростом числа опытов?

Все сказанное дает возможность дать следующее определение: вероятностью случайного события  A называется число 
[image: image119.wmf])
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, к которому приближается относительная частота этого события в длинной серии экспериментов. Обозначение 
[image: image120.wmf])
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 происходит от первой буквы французского слова probabilite — вероятность.

	Как быстро частота приближается к вероятности?


	Данное только что определение вероятности оставляет без ответа один важный вопрос: даже если допустить, что в любой серии экспериментов вероятность заданного события приближается к одному и тому же числу, то насколько длинной должна быть серия, чтобы полученная в ней относительная частота приближала вероятность с нужной нам точностью? 

Другими словами, сколько опытов нужно провести, чтобы полученная в них относительная частота интересующего нас события отклонялась от вероятности не более, чем на 0,1? 0,001? И вообще, на любую заранее заданную величину?

Ответ на этот вопрос мы получим только в самом конце нашего курса, когда познакомимся с фундаментальным законом больших чисел. Пока же можно руководствоваться следующим простым правилом: для повышения точности приближения в 
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 раз необходимо увеличить количество опытов примерно в 
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 раз. Так, если мы хотим оценить вероятность с точностью до 0,1, то придется провести, по крайней мере, 100 опытов, с точностью до 0,01 – 10000 опытов и т.д.

	Можно ли найти вероятность без эксперимента?
	Вслед за таким необычным («приближенным») определением вероятности возникает вопрос: а существуют ли какие-либо теоретические, не связанные с проведением экспериментов, методы  вычисления вероятностей? Да, существуют, и мы совсем скоро с ними познакомимся. Но, к сожалению, применять эти методы можно далеко не ко всяким случайным опытам. А вот приведенное выше статистическое определение в этом смысле универсально.

 ?  В каких из рассмотренных ранее опытов вы готовы предсказать вероятность любого исхода или события без проведения каких-либо экспериментов? На чем основана эта уверенность?

	
	

	Свойства вероятности


	Из свойств относительных частот, полученных на предыдущем уроке, вытекает несколько важнейших свойств, которыми обладает вероятность. Сформулируем эти свойства:

1. Вероятность исхода или события выражается действительным числом от 0 до 1. Вероятность невозможного события равна 0, вероятность достоверного – 1.
2. Сумма вероятностей всех возможных исходов опыта равна 1.  
3. Вероятность случайного события равна сумме вероятностей благоприятных для него исходов.

	
	

	(
Пример 1.

Подбрасывание монеты
	Перед вами хорошо знакомая модель опыта с монетой (см. ().

 ?  Проведите серию из 1000 таких опытов и оцените по их результатам вероятность каждого из двух исходов. Для этого введите предполагаемую величину вероятности в столбец «Вероятность» на закладке «Исходы».

	
	

	(
Пример 2.

Подбрасывание кубика
	Перед вами модель опыта с кубиком (см. ().

 ?  Проведите серию из 1000 таких опытов и оцените по их результатам вероятность каждого из двух исходов. Для этого введите предполагаемую величину вероятности в столбец «Вероятность» на закладке «Исходы».
 ?  Оцените по результатам этой серии вероятность события «Выпадет простое число». Для этого откройте закладку «События» и передвиньте  уровень вероятности так, чтобы он был максимально близок к относительной частоте.

	
	

	(
Пример 3.

Случайный выбор одного шара
	Из коробки, в которой 1 красный, 2 синих и 3 зеленых шара, извлекают один шар.

 !  Проведите серию таких опытов и убедитесь, что относительные частоты исходов стабилизируются около заданных вероятностей.

	
	

	(
Пример 4.

Случайный выбор двух шаров
	Из коробки, в которой 1 красный, 2 синих и 3 зеленых шара, извлекают одновременно два шара.

 !  Проведите серию таких опытов и убедитесь, что относительные частоты событий A = {Шары будут одного цвета} и 
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 = {шары будут разного цвета} стабилизируются около значений 4/15 и 11/15 соответственно.

	
	

	(
Пример 5.

Случайный выбор перчаток
	Рассмотрим хорошо знакомый нам опыт с перчатками. Вы уже видели, что при извлечении двух из шести перчаток вероятнее, что они будут парными. Попробуем оценить, насколько это вероятно.

 !  Проведите серию опытов и убедитесь, что относительные частоты исходов стабилизируются около заданных вероятностей.

	
	

	(
Пример 6.

Стрельба по мишени
	Стрелок, не целясь, делает выстрел по круговой мишени. С какой вероятностью выпущенная им пуля попадет в десятку? Почему это значение не равно 1/10, как можно было бы ожидать?
 ?  Как вы понимаете фразу «не целясь» в условии задачи?

	
	

	(
Пример 7.

Вероятность в природе
	С какой вероятностью у случайно взятого больного будет та или иная группа крови? Мы уже вычисляли частоты соответствующих исходов по опытным данным, содержащим сведения о 78-ми пациентах больницы. Можно ли использовать вычисленные частоты для оценки вероятностей?

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	 ?   случайного события - это число, к которому приближается относительная частота случайного события в длинной серии опытов.

	
	

	Вопрос №2

	Вероятность всегда принадлежит отрезку от  ?  до  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Если 1000 раз подбросить монету, то орлов выпадет:

· ровно 500
· около 500
· не более 500
· не менее 500. 

	
	

	Вопрос №4

	Чтобы оценить вероятность с точностью до 0,001 нужно провести около
· 10 опытов;

· 100 опытов;

· 1000 опытов;

· 10 000 опытов;

· 100 000 опытов;

· 1 000 000 опытов.

	
	

	Вопрос №5

	Какие из следующих утверждений вы считаете верными? 

· если провести много опытов, то полученная в них относительная частота случайного события будет приближенно равна его вероятности;

· вероятность достоверного события всегда равна 1;

· вероятность невозможного события всегда равна 0;

· если вероятность события равна 1, то оно достоверное;

· если вероятность события равна 0, то оно невозможное.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Из коробки, в которой 1 красный, 2 желтых и 3 зеленых шара, не глядя, вынимают одновременно три шара. Найдите с точностью до 0,02 вероятности следующих событий:

A = {Среди них будет ровно один красный}; 
B = {Среди них будет ровно два желтых}; 
C = {Среди них будет ровно три зеленых}.

	
	

	(
Задание №2
	Из корзинки, в которой осталось 3 пирожка с повидлом, 4 – с яблоками и 2 – с капустой, случайно выбирают два пирожка. С какой вероятностью они будут с разной начинкой? Постройте модель этого опыта, сконструируйте нужное событие и оцените с точностью до 0,02 его вероятность. 

Указание: не ищите в лаборатории пирожков – попробуйте обойтись разноцветными шарами.

	
	

	(
Задание №3
	Коля, Оля, Артем и Наташа разыгрывают по жребию два билета в кино.  Постройте модель этого опыта, сконструируйте случайные события и оцените их вероятность с точностью до 0,02:

A = {В кино пойдут Оля и Артем}

B = {В кино пойдут две девочки}

C = {В кино пойдут мальчик и девочка}

D = {Коле достанется один из двух билетов}

	
	

	(
Задание №4
	Три человека пришли в ресторан в одинаковых шляпах и сдали их в гардероб. Расходились они в темноте и разобрали шляпы наугад. Количество людей, ушедших в своих шляпах, могло оказаться равным 0, 1, 2, 3.

Постройте соответствующие случайные события, проведите необходимое количество опытов и оцените вероятность каждого из этих значений с точностью до 0,01. Чему должна равняться сумма этих вероятностей? Почему?

	
	

	(
Задание №5
	Перед вами результаты многолетних наблюдений за максимальным уровнем весеннего подъема воды в реке Оке в районе г.Калуги. Самая нижняя улица города - улица Подвойского - подтапливается, если уровень воды поднимается выше 9 метров. Оцените по этим данным вероятность того, что в ближайший паводок улица Подвойского будет подтоплена.

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами данные о количестве проданных билетов и количестве выигравших в каждом из последних 40 тиражей лотереи «Новое лото». Оцените по этим данным вероятность того, что купленный вами билет выиграет.

	
	

	(
Задание №7
	Перед вами данные о количестве билетов, которые были проданы на каждый из рейсов скорого поезда №13 Москва - Нижний Новгород за период с 1 по 31 июля. Вместимость всего поезда - 540 мест. Оцените по этим данным вероятность того, что в произвольно выбранный день в поезде будут свободные места. 
Можно ли использовать эти данные, если вам нужно оценить вероятность такого же события для 31 декабря? 1 мая? Почему?

	
	

	(
Задание №8
	Перед вами интервалы времени (в секундах) между звонками, поступавшими на АТС в течение последнего часа. Оцените по этим данным вероятность того, что в ближайшие 30 секунд на АТС не поступит ни одного звонка.

	
	

	(
Задание №9
	Проводится опыт с четырьмя монетами. Оцените с точностью до 0,01 вероятность того, что все они выпадут на орла.

А смогли бы вы найти эту вероятность без проведения опыта? 

	
	

	(
Задание №10
	Подбрасывают 4 монеты. Установите экспериментально и выберите из списка наиболее подходящее значение вероятности для события A = {Выпадет ровно 2 орла}: 

· 1/2;  1/4;  3/8;  1/16.

	
	

	(
Задание №11
	Подбрасывают 3 кубика. Установите экспериментально и выберите из списка наиболее подходящее значение вероятности для события A = {Выпадет хотя бы одна шестерка}:

· 1/2;  91/216;  1;  1/3;  1/6.

	
	

	(
Задание №12
	Из коробки, в которой 3 желтых, 3 зеленых и 3 красных шара, не глядя, вытаскивают одновременно три шара. 

Какие из перечисленных в лаборатории возможных исходов этого опыта наиболее вероятные? Постройте из них событие A. 

Какие из перечисленных в лаборатории возможных исходов этого опыта наименее вероятные? Постройте из них событие B.

	
	

	(
Задание №13
	Из коробки, в которой 5 красных и 5 зеленых шаров, наугад вынимают два шара. Что вероятнее: они будут одного цвета или разного? Дайте ответ для трех разных способов случайного выбора:

· одновременно;

· последовательно  без возвращения;

· последовательно с возвращением.

	
	

	(
Задание №14
	С какой вероятностью при бросании шести кубиков выпадет хотя бы одна шестерка? Для ответа на этот вопрос проведите серию экспериментов в ВЛ «Классическая вероятность», обработайте полученные результаты в MS Excel и оцените вероятность с точностью до 0,02.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Есть ли у природы память?
	Вы знаете, что вероятности появления орла и решки при подбрасывании монеты равны 1/2. Следует ли из этого, что орлы и решки должны чередоваться при проведении серии последовательных опытов? 

Проведите 10 000 экспериментов с монетой и найдите по ее результатам самую длинную серию из идущих подряд орлов. 
Отправьте свой результат на . Найдите по полученным результатам среднюю длину такой серии.

	
	

	
	ИГРЫ

	
	

	Две козы и автомобиль
	Несколько десятков лет тому назад популярное еженедельное телешоу заканчивалось розыгрышем главного приза, в котором «участвовали» две козы и автомобиль. Все три приза были спрятаны за тремя закрытыми дверями. Участник розыгрыша выбирал наугад одну из трех дверей, но ведущий, который знал, где находится автомобиль, не открывал ее сразу. 

Вместо этого, он открывал перед участником одну из двух оставшихся дверей, причем такую, за которой была коза - хотя бы одна такая возможность у ведущего всегда была. После этого участнику предлагалось подумать: какую из двух оставшихся дверей выбрать окончательно. Этот выбор все и решал – участник забирал тот приз, который оказывался за дверью. 

Попробуйте выиграть автомобиль. Роль ведущего будет исполнять компьютер. За каждый выигранный автомобиль вы будете получать очко, а за каждую козу очко будет получать компьютер.


Глава 3

[image: image124.png]



Опыты с равновозможными исходами

Итак, мы научились оценивать вероятность случайного события по частоте, с которой оно происходит. Можно назвать такой способ экспериментальным или «апостериорным» (от лат. a posteriori — на основании опыта). Но, во-первых, какой бы длинной ни была проведенная серия экспериментов, она даст только приближенное значение вероятности. Во-вторых, далеко не всегда такую серию можно осуществить: скажем, на экспериментальное вычисление вероятности выигрыша в лотерею вам может просто не хватить денег! К счастью, во многих ситуациях существуют более экономичные «априорные» способы расчета вероятностей (от лат. a priori — заранее, независимо от опыта). О них и пойдет речь в этой главе.
3.1. Равновозможность исходов

Равновозможные исходы. Равновозможность и симметрия

Наугад и не глядя. Справедливый жребий

Пример 1. Симметричная монета

Пример 2. Правильный кубик

Пример 3. Рулетка

Пример 4. Лототрон

Не все так просто

Пример 5. Кнопка

Пример 6. Ошибка Даламбера

Природа различает все предметы

Пример 7. Два шара без возвращения

Пример 8. Два шара с возвращением

Пример 9. Два шара одновременно

	
	Изучая на предыдущем уроке свойства вероятности, мы установили, что вероятность случайного события складывается из вероятностей составляющих его элементарных исходов. 
Так, например, в опыте с кубиком случайное событие A = {на кубике выпадет простое число} состоит из исходов 2, 3 и 5, поэтому

P(A) = P(2) + P(3) + P(5).

Но как найти вероятности самих этих исходов? В общем случае этого сделать, к сожалению, нельзя, но для определенного класса случайных опытов – можно. Это опыты с равновозможными исходами, о которых и пойдет речь на этом уроке.

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	 

	Равновозможные исходы


	Перед вами снова модель опыта с кубиком. 

 !  Запустите серию испытаний и следите за тем, как изменяется частота каждого из шести возможных исходов опыта. 

После 1000 опытов частоты почти выравниваются. А если вы наберетесь терпения и проведете 10000 опытов, то убедитесь, что на диаграмме они станут почти одинаковыми (отличия будут около 0,01). Это наводит на мысль, что вероятности всех шести исходов равны (вспомните определение вероятности!).

Но наверняка эта мысль возникла у вас еще раньше - до проведения опытов. И причина этому – симметрия кубика. Каждая из шести граней ничем не лучше (и не хуже) любой из пяти оставшихся. Это дает нам все основания утверждать, что шесть исходов этого опыта имеют одинаковую вероятность, или, как говорят, равновозможны. 
Итак, если все исходы эксперимента имеют одинаковую вероятность, то они называются равновозможными. Предположение о равновозможности исходов опыта можно сделать и без его проведения, a priori.

	Равновозможность и симметрия


	Чаще всего равновозможность исходов следует из симметрии тех объектов, которые в нем участвуют. Примерами таких объектов могут быть правильная монета, игральный кубик, рулетка, разбитая на одинаковые сектора, и т.д. 

	Наугад и не глядя


	Во многих опытах указание на равновозможность исходов выражается соответствующими словами при описании условий проведения опыта: случайным образом, наугад, не глядя и т.д.
Примерами таких опытов могут быть случайный выбор шара из лототрона, извлечение карты из перетасованной колоды и т.д.

	Справедливый жребий


	С равновозможностью исходов тесно связано понятие справедливого жребия. Жребием называют решение какого-либо вопроса, спора с помощью случайного эксперимента. Бросить жребий - значит провести такой эксперимент. Если все участники спора при этом имеют равные шансы на выигрыщ, то такой жребий называют справедливым. 

	
	

	(
Пример 1.

Симметричная монета
	Одним из простейших генераторов равновозможности служит симметричная монета: она имеет две стороны (орел и решка), на каждую из которых может упасть с равными шансами.

 !  Проведите серию испытаний с монетой и убедитесь в равновозможности орла и решки. 

В действительности идеально симметричных монет не существует: ведь, в конце концов, на двух ее сторонах выдавлен разный рисунок. Но эти различия настолько незначительны, что обычная монета вполне может заменить собой идеально симметричную.

	
	

	(
Пример 2.

Правильный кубик
	Еще один популярный генератор равновозможности - правильный кубик: он имеет шесть граней, на каждую из которых может упасть с равными шансами.

 !  Проведите серию испытаний с кубиком и убедитесь в равновозможности всех шести возможных исходов. 

Хорошим приближением к идеально симметричному кубику может служить обычный игральный кубик, который часто используется в детских настольных играх. 

	
	

	(
Пример 3.

Рулетка
	Рулеткой (от французского roulette - колесико) называют круг, поделенный на N одинаковых по размеру секторов, каждый из которых может быть выбран с одинаковой вероятностью.  Как уже говорилось в параграфе 2.1, для такого выбора используют разные способы: 

· раскручивают стрелку, закрепленную в центре круга; 

· вращают сам круг, а стрелку делают неподвижной;

· вместо стрелки используют шарик, который бросают на раскрученный круг и ждут, когда он остановится в какой-то из лунок, сделанных в каждом секторе.

 !  Проведите серию испытаний с каждой из рулеток и убедитесь в равновозможности исходов. 

	
	

	(
Пример 4.

Лототрон
	Лототроном называют барабан, в который закладывают N одинаковых пронумерованных шаров. При проведении опыта их тщательно перемешивают и случайным образом выбирают (вручную или с помощью специального механизма) один шар.

При проведении такого опыта вместо специального барабана можно использовать обычный мешок, шапку, коробку, а вместо шаров - пронумерованные бумажки или другие неразличимые на ощупь предметы. 

 ?  Будут ли в этом опыте равновозможными события A = {выпадет шар с четным номером} и B = {выпадет шар с нечетным номером}?

	
	

	Не все так просто
	Проблема равновозможности исходов опыта далеко не всегда так очевидна, как в приведенных до этого примерах: 

· во-первых, предметы, участвующие в опыте, могут быть несимметричными; 

· во-вторых, в опыте может участвовать не один, а несколько предметов (например, вытаскиваем из коробки не один, а два шара); 

· в-третьих, опыт может состоять из нескольких действий, шагов, этапов (например, вытаскиваем из коробки сначала один шар, а следом за ним другой).

В каких-то из этих случаев равновозможности нет вовсе, а в других это будет зависеть от того, как именно мы выберем систему исходов при построении математической модели опыта.

	
	

	(
Пример 5.

Кнопка
	Простейшим примером опыта, в котором нет симметрии и равновозможности исходов, может служить подбрасывание кнопки. Как и в опыте с монетой, мы имеем здесь всего два возможных исхода - кнопка может упасть на шляпку или на острие. Однако теперь у нас нет никаких оснований считать эти исходы равновозможными.

Определить вероятность каждого исхода в опыте с кнопкой можно только экспериментально. Для этого нужно провести длинную серию опытов и оценить вероятность каждого исхода по его частоте.

 !  Проведите серию испытаний с кнопкой и убедитесь, что исходы этого опыта неравновозможны. Оцените по частоте каждого исхода его вероятность. Проверьте себя, нажав кнопку [image: image125.bmp]. 

	
	

	(
Пример 6.

Ошибка Даламбера
	Как уже говорилось выше, равновозможность часто зависит от того, какие исходы мы выберем для описания опыта. Великий французский философ и математик Жан Лерон Даламбер вошел в историю теории вероятностей со своей знаменитой ошибкой, суть которой в том, что он неверно определил равновозможность исходов в опыте всего с двумя монетами!

В одной из статей, написанных для знаменитой Французской энциклопедии, Даламбер приводит такое рассуждение: «Бросают две одинаковые монеты. Какова вероятность того, что выпадут два орла? У этого опыта три равновозможных исхода: выпадут два орла, выпадет орел и решка, выпадут две решки. Значит, искомая вероятность будет 1/3».
 !  Проведите серию испытаний с двумя монетами и убедитесь в неравновозможности предложенных Даламбером исходов.

 ?  Объясните, в чем причина ошибки великого математика?

	
	

	Природа различает все предметы
	Рассматривая опыт с двумя монетами, Даламбер совершил одну из самых распространенных ошибок при вычислении вероятности: он объединил два элементарных исхода - ОР и РО - в один исход. Полученные исходы перестали быть равновозможными, что и привело к ошибке при вычислении их вероятности. 

Чтобы не повторить эту ошибку, помните, что природа различает все предметы, даже если внешне они для нас неотличимы. 

	
	

	(
Пример 7.

Два шара без возвращения
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Из нее, не глядя, извлекают сначала один шар, а затем другой (при этом первый шар в коробку не возвращается). Каковы равновозможные исходы этого опыта? 

Решение 1. Этот опыт имеет 4 равновозможных исхода: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ.

Решение 2. Пронумеруем все шары так, как показано в ВЛ. Опыт имеет 12 равновозможных исходов: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.

 !  С помощью эксперимента выясните, будут ли верными оба решения.
 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	(
Пример 8.

Два шара с возвращением
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Сначала из нее, не глядя, извлекают один шар, запоминают его и кладут обратно. После этого шары перемешивают и извлекают второй шар. Каковы равновозможные исходы этого опыта? 

Решение 1. Этот опыт имеет 4 равновозможных исхода: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ.

Решение 2. Пронумеруем все шары так, как показано в ВЛ. Опыт имеет 16 равновозможных исходов: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44.

 !  С помощью эксперимента выясните, будут ли верными оба решения.
 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	(
Пример 9.

Два шара одновременно
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Из нее, не глядя, извлекают одновременно два шара. Каковы равновозможные исходы этого опыта? 

Решение 1. Этот опыт имеет 3 равновозможных исхода: ББ, БЧ, ЧЧ.

Решение 2. Пронумеруем все шары так, как показано в ВЛ. Опыт имеет 6 равновозможных исходов: 12, 13, 14, 23, 24, 34.

 !  С помощью эксперимента выясните, будут ли верными оба решения.
 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	В опытах с  ?  исходами вероятности событий можно вычислять без проведения эксперимента.

	
	

	Вопрос №2

	Решение какого-либо вопроса, спора с помощью случайного эксперимента, – это  ? .

	
	

	Вопрос №3

	Два объекта, участвующие в случайном эксперименте,  ?  совершенно одинаковыми.

	
	

	Вопрос №4

	Отметьте те случайные опыты, в которых вы можете предложить систему равновозможных исходов: 

· подбрасывание монеты; 

· подбрасывание кнопки; 

· подбрасывание кубика; 

· подбрасывание двух монет; 

· подбрасывание двух кнопок; 

· подбрасывание двух кубиков;

· подбрасывание монеты и кубика; 

· подбрасывание монеты и кнопки. 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Перед вами опыт, в котором подбрасывают три одинаковые симметричные монеты. Если не различать монеты, то опыт имеет 4 исхода: 

ООО, ООР, ОРР, РРР.

a) Будут ли эти исходы равновозможными?  

b) Будут ли эти исходы элементарными?  

c) Сколько у этого опыта равновозможных элементарных исходов?  

Все ответы подтвердите экспериментами.

	
	

	(
Задание №2
	Из коробки, в которой находятся 3 белых и 3 черных шара, вытаскивают друг за другом 2 шара без возвращения. Если не различать шары, а только их цвета, то опыт имеет 4 исхода: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ. 

a) Будут ли эти исходы равновозможными?  

b) Будут ли эти исходы элементарными?  

c) Сколько у этого опыта равновозможных элементарных исходов?  

Все ответы подтвердите экспериментами.

	
	

	(
Задание №3
	Из коробки, в которой находятся 3 белых и 3 черных шара, вытаскивают друг за другом 2 шара с возвращением. Если не различать шары, а только их цвета, то опыт имеет 4 исхода: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ. 

d) Будут ли эти исходы равновозможными?  

e) Будут ли эти исходы элементарными?  

f) Сколько у этого опыта равновозможных элементарных исходов?  

Все ответы подтвердите экспериментами.

	
	

	(
Задание №4
	Перед вами опыт, в котором подбрасывают два одинаковых симметричных кубика. Если не различать кубики, то опыт имеет 21 исход (все они перечислены в лаборатории).

a) Будут ли эти исходы равновозможными?  

b) Будут ли эти исходы элементарными?  

c) Сколько у этого опыта равновозможных элементарных исходов?  

Все ответы подтвердите экспериментами.

	
	

	(
Задание №5
	Подбрасывают две кнопки. В этом опыте уже нельзя выбрать систему равновозможных исходов. И все же некоторые (но не все!) исходы этого опыта будут иметь одинаковую вероятность. Отметьте эти исходы:

· оо;  ош;  шо;  шш. 

Подтвердите свой выбор экспериментами.

	
	

	(
Задание №6
	Коля хочет определить, с какой вероятностью при бросании двух кубиков можно получить сумму в 12 очков. Он рассуждает так: «Сумма очков на двух кубиках может равняться любому числу от 2 до 12; поскольку кубики симметричные, то все 11 значений суммы равновозможны; следовательно, искомая вероятность будет 1/11». 

Прав ли Коля? Подтвердите свой ответ экспериментальными данными.

	
	

	(
Задание №7
	Коля понял свою ошибку и теперь решает новую задачу. В том же самом опыте с двумя кубиками он хочет выяснить, с какой вероятностью максимальное из чисел, выпавших на кубиках, будет равно шести. Он проводит такое рассуждение: «Максимальное из двух чисел, выпавших на кубиках, может равняться любому числу от 1 до 6. Поскольку кубики симметричные, то все 6 этих значений равновозможны. Следовательно, искомая вероятность будет 1/6». 

Прав ли Коля?  Какими экспериментальными данными вы можете аргументировать свой ответ?

	
	

	(
Задание №8
	В жребии, который иногда называют «морским», люди, участвующие в жеребьевке, встают в круг и по команде «раз-два-три» одновременно показывают на руке какое-то количество пальцев от 1 до 5. Все показанные числа складываются. После этого, начиная с первого игрока (кто будет первым, договариваются заранее), до найденной суммы ведется отсчет. На ком он закончится, на того и выпал жребий. Будет ли такой жребий справедливым хотя бы в простейшем случае – для двух человек?  

Совет. Не торопитесь с ответом! Сначала проведите серию экспериментов. Попробуйте найти для своего ответа теоретическое обоснование. Для этого подсчитайте, сколько равновозможных элементарных исходов имеет этот эксперимент. 

	
	

	(
Задание №9
	Ольга, Маша и Ирина каждый день тянут жребий - кому из них сегодня мыть посуду. Для этого они кладут в шляпку три бумажки, одна из которых помечена крестиком, а потом по очереди их вытаскивают: Ольга - первой, Маша - второй, а Ирина - третьей. 

Как вы думаете, справедливый ли это жребий? Для ответа на вопрос постройте модель этой жеребьевки и проведите эксперименты.

	
	

	(
Задание №10
	Ирина из предыдущей задачи предлагает изменить жребий следующим образом: каждая из трех сестер по очереди бросает монету, и у кого первой выпадет «орел», тому и мыть посуду. Очередность бросаний она предлагает оставить ту же: Ольга, Маша, Ирина. 

Будет ли справедливым такой жребий? Для ответа на вопрос постройте модель этой жеребьевки и проведите эксперименты.

	
	

	
Задание №11
	Чтобы распределиться по командам для игры в хоккей, 8 ребят тянут жребий: кладут в шапку 4 бумажки с буквой «А» и 4 – с буквой «Б». После этого по очереди тянут бумажки из шапки и распределяются на команды «А» и «Б».

Два друга – Витя и Митя – хотят выяснить, что вероятнее: они будут играть в одной команде, или в разных? А как думаете вы? Зависит ли ответ от того, какими по счету тянут жребий Витя и Митя? Сравните свои ответы с ответами одноклассников с помощью .

	
	

	
Задание №12
	Витя и Митя из предыдущей задачи предложили изменить жребий: они предлагают, чтобы каждый из ребят по очереди бросал монету. Если выпадает орел – игрок идет в первую команду, решка – во вторую. Как только в одной из команд набирается 4 человека, жеребьевка заканчивается, а все, кто еще не бросал жребий, идут в другую команду.

Изменится ли ответ на вопрос предыдущей задачи? Зависит ли он от того, какими по счету бросают монету Витя и Митя? Сравните свои ответы с ответами одноклассников с помощью .

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Сколько шаров в урне?
	Из урны, в которой находятся черные и белые шары, извлекают одновременно два шара. Этот опыт повторяют много раз и выясняют, что приблизительно в половине случаев вынутые шары были одного цвета, а в другой половине – разного.

Возможно ли это? Если да, то сколько, скорее всего, черных и белых шаров в урне?

	
	

	Жеребьевка в спорте
	Проведите исследование, цель которого выяснить, в каких ситуациях, для чего и каким образом в спортивных состязаниях проводятся жеребьевки. Опросите для этого своих знакомых болельщиков, найдите информацию в сети Интернет, спортивной печати.

Выясните, каким образом обеспечиваются равные шансы участников жеребьевки в разных видах спорта.

	
	


3.2. Классическое определение вероятности

Классическое определение вероятности

Обоснование классического определения

Как пользоваться классическим определением

Пример 1. Вероятности событий в опыте с кубиком

Пример 2. Вероятности событий в опыте с шарами

Пример 3. Две монеты

Пример 4. Два шара без возвращения

Пример 5. Два шара с возвращением

Пример 6. Два шара одновременно

Если исходы неравновозможны

Пример 7. Вероятности событий в опыте с шарами

Пример 8. Снова две монеты

Пример 9. Два шара без возвращения

Если исходов бесконечно много 

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	Напомним, что определение вероятности у нас уже было: это число, к которому приближается относительная частота события при неограниченном увеличении числа опытов. 

Такое определение часто называют статистическим или частотным. В этом определении ничего не говорится о том, можно ли найти это число не приближенно, а точно, как это принято для остальных математических величин. Как вы, наверное, уже догадались, в тех ситуациях, о которых шла речь на предыдущем уроке, можно.

	Классическое определение вероятности


	Для опытов с конечным числом равновозможных исходов можно сформулировать простое правило подсчета вероятности, получившее название классического определения вероятности. Впервые это определение, дошедшее до нас практически без изменений, появилось в работах Джироламо Кардано и Пьера Лапласа.

Рассмотрим случайный эксперимент, который может завершиться одним из n равновозможных исходов. Пусть ровно m из этих исходов благоприятствуют (т.е. приводят к наступлению) случайного события A. Тогда вероятность этого события может быть вычислена по формуле:
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	Обоснование классического определения
	Эта формула немедленно следует из равновозможности всех исходов и из свойств вероятности (см. раздел 2.6).

В самом деле, если сумма вероятностей всех возможных исходов опыта равна 1 и все они равновозможны, то вероятность одного исхода (любого) будет 
[image: image127.wmf]n
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. Поскольку событие A состоит из m исходов, а его вероятность равна сумме их вероятностей, то получаем:
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	Как пользоваться классическим определением
	Если вы собираетесь использовать для вычисления вероятности классическое определение, выполните следующую последовательность действий:

1.
Опишите все возможные исходы опыта, придумайте для них обозначения (закодируйте), попробуйте их перечислить (если не получится все – хотя бы некоторые) и убедитесь, что их конечное число.

2.
Обоснуйте равновозможность перечисленных исходов (здесь можно опираться на симметрию объекта, участвующего в опыте; использовать прямые указания в тексте задачи: «случайно», «наугад», «не глядя» и т.д.).

3.
Подсчитайте общее число исходов опыта n.

4.
Опишите благоприятные для события A исходы, попытайтесь их перечислить. Если все исходы уже выписаны, то можно просто отметить среди них благоприятные для A.

5.
Подсчитайте число благоприятных для события A исходов m.

6.
Вычислите вероятность по формуле 
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7.
Проверьте, согласуется ли полученная вероятность со «здравым смыслом». Если есть такая возможность, проведите серию экспериментов и проверьте, будет ли относительная частота приближаться к полученной вероятности.

Отметим, что пункты 1-3 связаны только с самим опытом и никак не зависят от события, о котором идет речь в задаче. Предложенную последовательность действий можно было бы назвать алгоритмом, если бы не многочисленные трудности, возникающие при выполнении почти каждого из перечисленных пунктов… 

	
	Покажем, как пользоваться только что выписанной схемой для вычисления вероятности на конкретных примерах. 

	(
Пример 1.

Вероятности событий в опыте с кубиком
	Проводится опыт с кубиком. Необходимо найти вероятности следующих событий:

A= {на кубике выпадет четное число};

B= {на кубике выпадет число больше 2-х};

C= {на кубике выпадет простое число}.

Решение:
1.
Все возможные исходы опыта: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

2.
Они равновозможны, так как кубик правильный.

3.
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A = {2, 4, 6};  B = {3, 4, 5, 6};  C = {2, 3, 5}.
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7.
Проведите серию экспериментов и проверьте, будут ли относительные частоты событий A, B, C приближаться к их вероятностям.
Надеемся, в этом примере ни один из пунктов не вызвал каких-то затруднений. 

	
	

	(
Пример 2.

Вероятности событий в опыте с шарами
	Из урны, в которой лежат 3 красных, 2 желтых, 1 зеленый и 2 синих шара, не глядя, вынимают один шар. Требуется найти вероятности следующих событий:

A= {шар будет синим};

B= {шар будет красным или синим}.

Решение 1:
1.
Все возможные исходы опыта: К, Ж, З, С (возможные цвета шара).

2.
Они равновозможны, так как шар вынимается не глядя… 

СТОП!!! Мы специально привели здесь заведомо неправильное рассуждение. Шар-то вынимается не глядя, да вот только шаров каждого цвета разное число, поэтому вытащить красный шар гораздо вероятнее, чем зеленый. 

Переходить к пункту 3 бессмысленно: ведь если выбранные исходы неравновозможны, то пользоваться формулой классической вероятности все равно нельзя. Попробуем выбрать исходы опыта по-другому.

Решение 2:
1.
Пронумеруем все шары так, как показано в лаборатории. Тогда все возможные исходы опыта – это номера шаров: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

2.
Они равновозможны, так как шар вытаскивают не глядя.

3.
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A = {7, 8};  B = {1, 2, 3, 7, 8}.
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7.
Проведите серию экспериментов и проверьте, будут ли относительные частоты событий A и B приближаться к их вероятностям.
Как видите, уже в этой задаче мы могли ошибиться. Будьте очень внимательны при обосновании равновозможности исходов. Лучше всего выбирать их так, чтобы они были элементарными, т.е. не распадались на более мелкие. 

 ?   На какие элементарные исходы распался каждый из первоначальных исходов К, Ж, З, С?
Самое плохое, что идя по заведомо неверному пути мы могли бы получить правильный ответ.

 ?   Для какого из событий наше неправильное решение привело бы к правильному ответу?

	
	

	(
Пример 3.

Две монеты
	Уже последний пример показал, что даже в простых опытах легко ошибиться при подсчете вероятностей. Вернемся еще раз к ошибке, которую сделал Даламбер (мы уже говорили о ней на прошлом уроке). 

Итак, подбрасываются две монеты. Требуется найти вероятность события A = {выпадут два орла}.

Решение 1:

1.
Все возможные исходы опыта: два орла, орел и решка, две решки.

2.
Они равновозможны, так как монеты симметричные и абсолютно одинаковые … 

Именно эта «одинаковость» монет и подвела Даламбера. Выбранные им исходы неравновозможны, поэтому и ответ, который он получил по классической формуле 
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, неверный. Исход «орел и решка» распадается на два элементарных: орел-решка и решка-орел, поэтому имеет вдвое большую вероятность, чем «два орла» или «две решки». 

 !   Проведите серию экспериментов и убедитесь в неравновозможности исходов, выбранных Даламбером.

Правильное решение этой задачи должно выглядеть так.
Решение 2:

1.
Все возможные исходы опыта: ОО, ОР, РО, РР.

2.
Они равновозможны, так как монеты симметричны.

3.
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7.
Проведите серию экспериментов и проверьте, будет ли относительная частота события A приближаться к его вероятности.

	
	

	(
Пример 4.

Два шара без возвращения
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Из нее, не глядя, извлекают сначала один шар, а затем другой (при этом первый шар в коробку не возвращается). Какова вероятность события A = {шары будут одного цвета}?
Решение 1 (начало). 

1.
Все возможные исходы опыта: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ.

2.
Они равновозможны, так как шары извлекаются не глядя.

Решение 2 (начало). 

1.
Пронумеруем все шары так, как показано в лаборатории. Возможные исходы опыта: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.

2.
Они равновозможны, так шары извлекаются не глядя.

 ?  Продолжите каждое из этих решений и доведите до ответа, выполнив все 7 пунктов. 

 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	(
Пример 5.

Два шара с возвращением
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Сначала из нее, не глядя, извлекают один шар, запоминают его и кладут обратно. После этого шары перемешивают и извлекают второй шар. Какова вероятность события A = {шары будут одного цвета}?

Решение 1 (начало). 

1.
Все возможные исходы опыта: ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ.

2.
Они равновозможны, так как шары извлекаются не глядя.

Решение 2 (начало). 

1.
Пронумеруем все шары так, как показано в лаборатории. Возможные исходы опыта: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44.

2.
Они равновозможны, так шары извлекаются не глядя.

 ?  Продолжите каждое из этих решений и доведите до ответа, выполнив все 7 пунктов. 

 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	(
Пример 6.

Два шара одновременно
	В коробке находится 2 белых и 2 черных шара. Из нее, не глядя, извлекают одновременно два шара. Какова вероятность события A = {шары будут одного цвета}? 

Решение 1 (начало). 

1.
Все возможные исходы опыта: ББ, БЧ, ЧЧ.

2.
Они равновозможны, так как шары извлекаются не глядя.

Решение 2 (начало). 

1.
Пронумеруем все шары так, как показано в лаборатории. Возможные исходы опыта: 12, 13, 14, 23, 24, 34.

2.
Они равновозможны, так как шары извлекаются не глядя.

 ?  Продолжите каждое из этих решений и доведите до ответа, выполнив все 7 пунктов. 

 ?  Если в решениях есть ошибки, объясните их причину.

	
	

	Если исходы неравновозможны
	Если исходы опыта неравновозможны, то, как уже было не раз сказано, классическое определение применять нельзя. Тем не менее, если исходов конечное число, то сохраняется основное свойство вероятности: вероятность любого случайного события равна сумме вероятностей благоприятных для него исходов. Вот только вероятности исходов теперь уже не обязательно будут одинаковыми, поэтому не очень понятно, как их можно посчитать.

Вернемся по этому поводу к нескольким рассмотренным выше примерам. 

	
	

	(
Пример 7. 

Вероятности событий в опыте с шарами
	Напомним, что в этом опыте из урны, в которой лежат 3 красных, 2 желтых, 1 зеленый и 2 синих шара, не глядя, вынимают один шар. Возьмем в качестве исходов этого опыта неравновозможные исходы К, Ж, З, С. Тогда 

P{шар будет красным или синим} = P{К} + P{С} = 
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Мы получили тот же самый ответ, казалось бы, не используя при этом классического определения. Так может, оно и не нужно? 

 ?   Как вы думаете, а откуда мы взяли, что P{К} = 
[image: image147.wmf]8
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, P{C} = 
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	(
Пример 8.

Снова две монеты
	В опыте с двумя монетами можно идти по пути, предложенному Даламбером. Но чтобы эта модель соответствовала действительности, придется считать исходы неравновозможными: 

P{два орла} = 
[image: image149.wmf]4
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;  P{орел и решка} = 
[image: image150.wmf]2
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;  P{две решки} = 
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	(
Пример 9.

Два шара без возвращения
	В опыте с шарами из коробки с двумя белыми и двумя черными шарами извлекают друг за другом два шара (без возвращения). Можно взять в качестве возможных исходов опыта ББ, БЧ, ЧБ, ЧЧ, но тогда придется приписать им разные вероятности:

P{ББ} = 
[image: image152.wmf]6
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; P{БЧ} = 
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;  P{ЧБ} = 
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;  P{ЧЧ} = 
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Вероятность события A = {шары будут одного цвета} может быть посчитана по формуле

P{A} = P{ББ} + P{ЧЧ} = 
[image: image156.wmf]3
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 ?  Почему мы взяли именно такие вероятности исходов? 

 !  Проверьте, что это действительно так, проведя серию экспериментов в лаборатории.

	Если исходов бесконечно много 
	Для применения классического определения вероятности, кроме равновозможности исходов, требуется еще, чтобы их было конечное число. Ведь только в этом случае мы можем говорить о числах m, n и рассматривать в качестве вероятности дробь 
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Выше мы рассмотрели ситуации, где отсутствует равновозможность исходов. А что делать, когда равновозможность есть, а исходов бесконечно много? Такая ситуация возникает в некоторых геометрических задачах, связанных со случайным выбором точки на прямой, плоскости или в пространстве.

Возьмем хотя бы опыт с монетой, которую бросают на тетрадный лист. Ведь если взять в качестве исходов этого опыта все возможные положения центра монеты на листе, то их будет бесконечно много! Оказывается, в такой ситуации используют еще одно – геометрическое – определение вероятности. Но о нем мы будем говорить уже в следующем классе.

 ?  Вспомните еще какой-нибудь опыт с бесконечным числом исходов. Можно ли считать их равновозможными?

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Классическое определение вероятности случайного события можно применять, если выполняются условия (отметьте их):

· опыт имеет конечное число исходов;
· опыт имеет бесконечное число исходов;
· все исходы опыта равновозможны;

· благоприятные исходы для данного события равновозможны.

	
	

	Вопрос №2

	Укажите верный порядок действий при вычислении вероятности события по классическому определению:

· Подсчитайте общее число исходов опыта 
[image: image158.wmf]n

. 

· Подсчитайте число благоприятных для события A исходов 
[image: image159.wmf]m

.

· Опишите благоприятные для события A исходы, попытайтесь их перечислить. 
· Вычислите вероятность по формуле  
[image: image160.wmf]n
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· Опишите все возможные исходы опыта, придумайте для них обозначения (закодируйте), попробуйте их перечислить.

· Проверьте, согласуется ли полученная вероятность со здравым смыслом. 

· Обоснуйте равновозможность перечисленных исходов.

	
	

	Вопрос №3

	Укажите соответствие:

Статистическое определение

Классическое определение

Не нужно проводить опыт.

Нужно проводить опыт.



	
	

	Вопрос №4

	Из коробки, в которой a белых и b черных шаров, наугад вынимают один шар.  Вероятность, что он будет белым, равна: 
· a/b;

· a/(a+b);

· b/a;

· b/(a+b).

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Из коробки, в которой осталось 5 конфет с фруктовой начинкой и 3 – с начинкой пралине, достают одну конфету. Какова вероятность, что она будет с начинкой пралине?

Проверьте свой ответ с помощью модели.

	
	

	(
Задание №2
	a) Из русского алфавита случайным образом выбирают одну букву. Какова вероятность того, что она окажется гласной? 

b) Из слова СОБЫТИЕ случайным образом выбирают одну букву. Какова вероятность того, что она окажется гласной? 

c) Из стихотворения М.Ю.Лермонтова «Парус» случайным образом выбирают одну букву. Какова вероятность того, что она окажется гласной?

	
	

	(
Задание №3
	В классе учится 10 мальчиков и 20 девочек.

a) На класс дали один билет в цирк, который решено разыграть по жребию. Какова вероятность, что в цирк пойдет девочка? 

b) Учитель истории знает, что 3 мальчика и 5 девочек из класса были накануне в кино, поэтому не выучили домашнее задание. К сожалению, он не знает их фамилий, но очень хочет поставить кому-нибудь двойку. Кого ему лучше вызвать к доске — мальчика или девочку? 

c) Федя не решил домашнюю задачу по математике. Какова вероятность, что учитель этого не узнает, если за урок он успевает вызвать к доске пятерых?

Проверьте все свои ответы с помощью соответствующих моделей.

	
	

	(
Задание №4
	a) Подбрасывают два одинаковых кубика. Какова вероятность, что в сумме выпадет 5 очков?  

b) На семи карточках написаны числа от 0 до 6. Из них случайно выбирают две карточки. Какова вероятность, что сумма чисел на них будет равна 5?  

c) Из полного набора домино наугад извлекают одну «доминошку». Какова вероятность, что она имеет сумму очков, равную 5?  

Проверьте все свои ответы с помощью соответствующих моделей.

	
	

	(
Задание №5
	Случайный эксперимент состоит в том, что подбрасывают два кубика и записывают максимальное из двух чисел, которые на них выпали. Возможными исходами этого опыта будут, как и в опыте с одним кубиком, числа 1, 2, 3, 4, 5, 6. В одной из задач предыдущего параграфа мы уже выяснили, что эти исходы неравновозможны. Найдите их вероятности.

Постройте соответствующие этим исходам события в лаборатории и проверьте свой ответ экспериментально.

	
	

	(
Задание №6
	Проводится статистическое наблюдение для выяснения пола детей в семьях с тремя детьми. Считая вероятности рождения мальчика и девочки одинаковыми, найдите вероятности следующих событий:

A = {все дети в семье - мальчики},

B = {все дети в семье имеют одинаковый пол},

C = {первенец в семье - мальчик},

D = {младший ребенок в семье - девочка},

E = {мальчиков в семье меньше, чем девочек}.

Если считать вероятности рождения мальчика и девочки одинаковыми, то это наблюдение можно заменить опытом с тремя монетами. Постройте в этом опыте каждое из перечисленных выше событий и проверьте свои ответы.

	
	

	(
Задание №7
	В шкафу находятся 4 пары ботинок с 42-го по 45-й размеры. Из них случайно выбирают два ботинка. С какой вероятностью они окажутся парными?
Какая из двух приведенных на ( моделей соответствует описанному опыту? Проверьте с ее помощью свой ответ.

	
	

	(
Задание №8
	В корзине 2 яблока и груша. Вытаскиваем из нее 2 фрукта. Какова вероятность того, что оба фрукта яблоки?

В корзине 3 яблока и груша. Вытаскиваем из нее 3 фрукта. Какова вероятность того, что все они яблоки?

В корзине N яблок и груша. Вытаскиваем из нее N фруктов. Какова вероятность, что все они яблоки?

Проверьте полученные ответы экспериментально, построив соответствующие модели.

	
	

	(
Задание №9
	У маленькой Вари две одинаковые пары перчаток. Уходя на улицу, она наугад берет две перчатки. Какова вероятность того, что они окажутся парными (т. е. на разные руки)?

Варя потеряла одну из перчаток на улице, и теперь их у нее три. Уходя на улицу, она по-прежнему выбирает две перчатки случайным образом. Какова на этот раз вероятность, что они окажутся парными?

Проверьте полученные ответы с помощью моделей.

	
	

	(
Задание №10
	В урне 10 шаров. Вероятность, что среди двух одновременно вынутых из нее шаров не будет ни одного белого равна 1/15. Сколько в урне белых шаров?
Проверьте свою гипотезу экспериментально.

	
	

	(
Задание №11
	Задача Эйлера. Три господина пришли в ресторан в одинаковых шляпах и сдали их в гардероб. С какой вероятностью каждый из них уйдет в своей шляпе, если они будут разбирать их наугад? С какой вероятностью каждый из них уйдет в чужой шляпе?

Проверьте свой ответ с помощью модели.

	
	

	(
Задание №12
	Буквы заданного слова перемешивают и выкладывают в ряд. С какой вероятностью получится то же самое слово, если первоначально было задано слово: «МЫЛО»; «РАМА»; «МАМА»; «БРРР». 

Проверьте свои ответы с помощью моделей. 

	
	

	(
Задание №13
	Наудачу выбрано число от 1 до 10 000. Определите вероятность того, что оно оказалось:

a) кратным пяти;

b) полным квадратом;

c) взаимно простым с числом 100;

d) простым;

e) составным.

Для ответа на последние два вопроса используйте электронную таблицу, данную на (.

	
	

	
Задание №14
	В лотерее участвует 100 билетов и разыгрывается один приз. 

Какова вероятность того, что вы ничего не выиграете на свой единственный билет? Как изменится эта вероятность, если вы купите 20 билетов? 100 билетов?

	
	

	
 Задание №15
	Какова вероятность, что у случайно выбранного жителя Земли день рождения приходится 
a) на 1 января; 
b) 28 февраля; 
c) 29 февраля?

	
	

	
Задание №16
	Даны отрезки длиной 2, 5, 6 и 10 см. Какова вероятность того, что из наудачу выбранных трех отрезков можно составить треугольник?
Какие ответы возможны в этой задаче при различных длинах исходных отрезков? Придумайте соответствующие примеры.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Два кубика
	Знания, полученные на этом уроке, позволяют вам не только правильно выбрать кубик в уже знакомой игре, но и точно рассчитать вероятность выигрыша.

Вычислите вероятность выигрыша в игре «Два кубика».

	
	

	Три кубика
	Сделайте то же самое для игры «Три кубика».


Глава 4
[image: image161.jpg]



Случайная выборка
«Нельзя объять необъятное», - говаривал Козьма Прутков, не подозревая, что это один из главных принципов статистических исследований. Невозможно узнать мнение каждого телезрителя о новой телепрограмме, установить возраст каждого жителя планеты или определить срок службы каждой электролампочки. Но, оказывается, для получения вполне достоверных статистических выводов это и не обязательно: достаточно выбрать не очень большое количество телезрителей, жителей планеты или лампочек и подвергнуть изучению только эту часть – так называемую, случайную выборку. Во многих ситуациях этого бывает достаточно, чтобы сделать выводы обо всей совокупности в целом. 
4.1. Генеральная совокупность и случайная выборка
Выборочный метод. Генеральная совокупность. Случайная выборка

Пример 1. Случайная выборка в социологическом опросе

Пример 2. Случайная выборка в серии экспериментов

Репрезентативность выборки. Повышение репрезентативности

Пример 3. Как составляют выборку?

Пример 4. Снова о количестве детей

От выборки к статистическому ряду. Типы статистических данных

Пример 5. Статистика хоккейного чемпионата

Пример 6. Уровень загрязнения

Пример 7. Группа крови

Ранжирование и вариационный ряд

Пример 8. Ранжирование в MS Excel

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Выборочный метод
	Основным методом всех статистических исследований является выборочный метод. Суть его состоит в том, что в реальном исследовании мы наблюдаем не всю совокупность явлений или объектов, которые хотели бы изучить, а лишь какую-то их часть. 
Например, при определении рейтинга телевизионной передачи практически невозможно выяснить мнение всех телезрителей, поэтому проводят выборочное обследование лишь малой их части. Или другой пример: для выяснения, какая сумма чисел выпадает на кубиках чаще всего, мы не можем продолжать наш опыт бесконечно долго. Однако с большой уверенностью можно ответить на этот вопрос уже после нескольких сотен опытов
.

	Генеральная совокупность
	Вся совокупность явлений или объектов, подлежащих статистическому исследованию, называется генеральной совокупностью. Элементами генеральной совокупности могут быть неодушевленные предметы, живые люди, природные явления, физические эксперименты и т.д. В каждом конкретном исследовании генеральная совокупность зависит от тех целей, которые ставятся перед исследованием.

Если мы хотим определить уровень жизни пенсионеров, то именно они составляют генеральную совокупность, а если уровень жизни в стране вообще, то это все ее население. 

	Случайная выборка
	Во всех приведенных выше примерах практически невозможно подвергнуть обследованию все интересующие нас объекты – это или слишком дорого (в примерах с рейтингом передачи и уровнем жизни), или вообще невозможно (в примере с кубиками). Поэтому из всей генеральной совокупности для обследования выбирают небольшое (по сравнению с генеральной совокупностью) конечное множество элементов, которые составляют случайную выборку. Эти элементы изучают, выявляют различные характеристики и закономерности, а затем переносят полученные результаты на всю генеральную совокупность. Количество элементов в выборке называют ее объемом.

	
	

	
Пример 1.

Случайная выборка в социологическом опросе
	На Web-сайте kapital.perm.ru опубликовано интересное исследование, посвященное популярной сегодня профессии бухгалтера. Наряду с прочими вопросами, авторов исследования интересовал вопрос: не мешает ли эта профессия семейной жизни? Для ответа на него была сделана случайная выборка из 100 женщин-бухгалтеров, которым был задан вопрос – сколько у них детей? Статистика получилась такой: у 39% детей нет вообще, 41% имеет одного ребенка, 17% - двоих, и лишь 3% - троих и более детей.
Судя по целям исследования, генеральной совокупностью здесь считалась совокупность всех женщин России, занятых в этой профессии.
 ?  Как вы думаете, можно ли обобщить полученные результаты на всех женщин России (не только бухгалтеров)? На всех женщин Земли?

	
	

	(
Пример 2.

Случайная выборка в серии экспериментов
	На ( приведены примеры случайных выборок, «извлеченных» из бесконечной серии экспериментов с двумя реальными кубиками: в первой из них всего 6 экспериментов, во второй 100, в третьей – 1000. Все три выборки были проведены для того, чтобы выяснить, какая сумма очков выпадает на кубиках чаще? Для первой выборки это оказались суммы 4 и 6, для второй выборки – суммы 5, 7 и 9, а для третьей – сумма 7.
Вы можете легко получить аналогичную выборку с помощью ВЛ «Классическая вероятность», поставив в ней соответствующую серию опытов.

 ?  Вспомните, какая сумма очков на двух кубиках наиболее вероятна?

	
	

	Репрезентативность выборки

	Суть выборочного метода, о котором шла речь выше, состоит в том, чтобы обобщить результаты, полученные в  выборке, на всю генеральную совокупность. К сожалению, такое обобщение далеко не всегда возможно. Если выборка действительно отражает закономерности, присущие всей генеральной совокупности, то она называется репрезентативной (от английского represent – отражать, представлять). 

	Повышение репрезентативности
	Один из путей повышения репрезентативности – увеличение объема выборки. В примере с кубиками только в третьей выборке, содержащей 1000 опытов, удалось получить результаты, которые действительно можно распространить на всю генеральную совокупность (т.е. сказать, что самое вероятное значение суммы равно 7). Попытка сделать то же самое для первой и второй выборок, содержащих соответственно 6 и 100 опытов, приведет к ошибкам. 

Но на практике увеличение объема выборки далеко не всегда возможно. Кроме того, очень непросто осуществить сам случайный выбор. 

Вернемся к примеру 1 с опросом женщин-бухгалтеров. Идеальной схемой такого опроса была бы следующая: получить список всех женщин России, занятых в этой профессии, ввести его в компьютер, а затем с помощью специального датчика случайных чисел произвести этот случайный выбор. Такое решение было бы идеальным – но, оно неосуществимо на практике. Во-первых, мы никогда не сможем получить такого списка (разве что при проведении всеобщей переписи населения); во-вторых, если для анкетирования какого-то из респондентов, выбранного компьютером, придется ехать за полярный круг или подниматься высоко в горы, наше исследование окажется слишком дорогим. Поэтому приходится изобретать более практичные механизмы получения репрезентативных выборок - например, следить за тем, чтобы при выборе респондентов для проведения опроса были пропорционально представлены все слои и группы населения.

	
	

	
Пример 3.

Как составляют выборку?
	Мы уже неоднократно приводили таблицы с результатами опросов, проводимых Фондом «Общественное мнение». Интересно посмотреть, какова структура случайных выборок, полученных в этих опросах.  На ( вы найдете таблицу, в которой показана структура выборок в трех различных опросах, проведенных ФОМ: «О ценах на хлеб», «Французы и россияне», «Отношение к моде». Как видите, темы опросов очень разные, проводились они в разное время в разных регионах, с участием разных респондентов, а вот структура всех трех выборок очень похожа: в каждой приблизительно поровну мужчин и женщин, около 18%  составляют люди с высшим образованием, приблизительно 8% опрошенных – москвичи и т.д. Все эти показатели отражают те самые пропорции генеральной совокупности (т.е. всего населения России), которые позволяют даже при небольшом объеме выборки (1500 человек) сделать ее репрезентативной. 
На сайте ФОМ www.fom.ru вы можете узнать о той сложной технологии, с помощью которой достигается эта репрезентативность.

	
	

	
Пример 4.

Снова о количестве детей
	Вернемся к примеру, в котором выяснялся вопрос о количестве детей в семье женщин-бухгалтеров. Если в качестве генеральной совокупности подразумевались только женщины, имеющие профессию бухгалтера, то она еще может претендовать на репрезентативность (хотя, честно говоря, ее объем слишком мал).

Если же в качестве генеральной совокупности нас интересуют женщины в России вообще, то она явно нерепрезентативна. В подтверждение этому на ( приведены данные уже знакомого вам сайта www.perepis2002.ru, полученные при проведении последней всероссийской переписи населения.

 ?  Объясните, почему эти данные подтверждают нерепрезентативность первой выборки.

	
	

	От выборки к статистическому ряду
	При проведении статистического исследования каждый объект, участвующий в выборке, характеризуется каким-то набором свойств и признаков. И когда дело доходит до статистической обработки данных, полученных в выборке, то от предметов, людей или явлений остаются только ряды чисел. С этой точки зрения выборкой можно считать ряд данных (чаще всего числовых), полученных в результате статистического наблюдения. Такой ряд называют статистическим.
Если каждый элемент выборки описывается не одним, а несколькими признаками, то будем рассматривать не один ряд, а несколько рядов, связанных друг с другом. 

	
	

	Типы статистических данных
	По типу представленных в них данных статистические ряды можно разделить на числовые и нечисловые. Например: возраст респондентов – числовой ряд, а их пол или образование – нечисловой.

В свою очередь числовые ряды делятся на дискретные и непрерывные – в зависимости от характера представленной этим рядом величины. Если количество возможных значений числовой величины конечно (и, как правило, невелико), то такая величина называется дискретной. Если величина может принимать любые значения из некоторого промежутка, то такая величина называется непрерывной. Например: количество детей в семье – величина дискретная, средний доход на одного члена семьи – величина непрерывная.
Деление величин на дискретные и непрерывные достаточно условно. Если у дискретной величины очень много возможных значений, то ее вполне можно рассматривать как непрерывную. Наоборот, если непрерывную величину измерять очень грубо, с большой погрешностью, то ее можно будет считать дискретной.

	
	

	(
Пример 5.

Статистика хоккейного чемпионата
	На ( представлены результаты матчей чемпионата мира по хоккею, состоявшегося в 2007 году в Москве. На основе этой выборки можно получить дискретный статистический ряд – количество шайб, забитых за каждую игру.
 ?  Что можно считать генеральной совокупностью в этом примере?

	
	

	(
Пример 6.

Уровень загрязнения
	В этом примере представлены данные экологического контроля за состоянием воздуха над различными районами Москвы. На трех листах таблицы представлено содержание оксида углерода, диоксида азота и оксида азота. Содержание этих веществ дается в долях предельно допустимой концентрации и является непрерывной величиной.
 ?  Придумайте какие-нибудь вопросы, на которые, на ваш взгляд, можно найти ответы с помощью этой таблицы.

	
	

	(
Пример 7.

Группа крови
	В этом примере представлена случайная выборка из электронной картотеки пациентов (для сохранения врачебной тайны все пациенты анонимные). Для каждого пациента указан его пол, возраст, день поступления в клинику, день выписки и группа крови с указанием резус-фактора.

Группа крови – пример нечислового параметра, который может представлять значительный интерес в статистических медицинских исследованиях. Имеется довольно устойчивая статистика распределения людей по группам крови, причем это распределение неравномерное. 
Знание такого распределения играет весьма важную практическую роль: опираясь на нее можно прогнозировать необходимые для медицины запасы крови каждой группы.

 ?  А знаете ли вы свою группу крови?

	
	

	Ранжирование и вариационный ряд
	Вы уже видели, что объемы статистической информации, получаемой в реальных выборочных исследованиях, достаточно велики. Именно это и составляет главную проблему на первом этапе обработки статистических данных. Первый шаг, который может значительно облегчить работу с большими массивами данных, - это их упорядочение.  
В статистике упорядочение данных, полученных в выборке, называют ранжированием, а упорядоченный по возрастанию статистический ряд – вариационным рядом. Например: статистический ряд – 

2 2 3 3 3 3 4 2 3 3 2 3 2 3 2 3 2 4 3 2 2 3 2 4 5 2 3 3 2 4 3 2 3 4 3 3 2 3 5 3,

полученный по нему вариационный ряд –  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3  4 4 4 4 4  5 5.

Вариационный ряд позволяет моментально ответить на многие вопросы, которые остаются «скрытыми» внутри обычного статистического ряда: увидеть минимальное и максимальное значения ряда; оценить, какие значения повторяются чаще и т.д. Но при большом объеме выборки и вариационный ряд – не самая удобная форма представления полученной информации. 

	
	

	(
Пример 8.

Ранжирование в MS Excel
	На ( показан вариационный ряд, построенный для примера 5 с хоккейным чемпионатом. Ранжирование проводилось с помощью встроенной в MS Excel функции «Сортировка», которая может быть вызвана по кнопке  [image: image162.png]


 или через меню «Данные > Сортировка»

 ?  Какой матч чемпионата был наиболее результативным? Какой наименее?

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Из  ?  совокупности для исследования выбирают небольшое конечное множество элементов, которые составляют  ?  выборку.

	
	

	Вопрос №2

	Чтобы можно было обобщить результаты, полученные в выборке, на всю генеральную совокупность, выборка должна быть

· случайной;

· большого объема;

· репрезентативной;

· конечной.

	
	

	Вопрос №3

	Данные, полученные в результате статистического наблюдения, называют  ?  рядом. Упорядоченный по возрастанию такой ряд называют  ?  рядом.

	
	

	Вопрос №4

	Статистические числовые ряды делятся на  ?  и  ? .

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	
Задание №1
	С помощью ВЛ «Классическая вероятность» проведите три серии испытаний с двумя кубиками: в первой - 6 экспериментов, во второй - 100, в третьей – 1000. Для каждой серии определите, какие суммы очков выпадали чаще всего.

Выведите полученные результаты на  и сравните их с результатами одноклассников. Объясните полученные отличия. 

	
	

	
Задание №2
	В примерах к этому уроку рассматривались две выборки, в которых исследовалось количество детей в семье: первая содержала сведения о 100 семьях, вторая была получена в результате Всероссийской переписи населения и, следовательно, была близка ко всей генеральной совокупности.

С помощью  сделайте такую же выборку в своем классе и сравните полученные результаты с первыми двумя выборками. К какой из них ваши результаты ближе? Для какой генеральной совокупности вашу выборку можно считать репрезентативной? 

	
	

	(
Задание №3
	На ( три выборки с реальными результатами матчей чемпионатов мира по футболу, по хоккею с шайбой и по хоккею с мячом (какая выборка какому виду спорта соответствует - неизвестно).

Попробуйте определить, какая из них к какому виду относится. 

Указание: вспомните, какое количество голов забивается обычно за игру в каждом из этих видов спорта.

	
	

	(
Задание №4
	На ( записана таблица калорийности продуктов. Ранжируйте эту выборку и найдите в ней самый низкокалорийный и самый высококалорийный продукты.  

	
	

	(
Задание №5
	Перед вами выборка с результатами чемпионата мира по хоккею  2007 года.  Сколько матчей чемпионата завершилось с минимальным перевесом одной из команд? В каком матче был зафиксирован самый большой перевес?

Указание: подумайте, какой вариационный ряд, построенный по этой выборке, позволяет ответить на оба вопроса. Постройте его и найдите ответы.

	
	

	(
Задание №6
	Перед вами случайная выборка пациентов хирургического отделения. Ранжируйте ее по группе крови и определите, какая группа крови в этой выборке самая редкая? Сколько пациентов имеют эту группу крови?

	
	

	
Задание №7
	Соберите с помощью  сведения о последних четвертных оценках своих одноклассников по математике, русскому языку и физике. Ранжируйте каждый из этих рядов и найдите минимальную, максимальную и наиболее «популярную» оценку по каждому из этих предметов.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Как делают выборку?
	На основании материалов сайта www.fom.ru выясните, по какой методике составляется выборка в опросах ФОМ. Сравните эту методику с другими (найдите их описание в сети Интернет). Подготовьте на эту тему доклад и презентацию.

	
	

	Любимый предмет
	Проведите в своей школе опрос о любимых школьных предметах. Составьте на его основе рейтинг школьных предметов. Выясните, наблюдается ли зависимость этого рейтинга от возраста школьников? От учителя, который ведет предмет?


4.2. Таблица частот и полигон
Таблица частот

Абсолютная частота. Относительная частота. Накопленная частота

Пример 1. Таблица частот в MS Excel

Таблица частот и выборка
Пример 2. Функция СЧЕТЕСЛИ() для подсчета частот

Пример 3. Таблица частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»

Полигон частот

Пример 4. Полигон частот в MS Excel

Пример 5. Полигон частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»

Пример 6. Полигон частот в ВЛ «Классическая вероятность»

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Таблица частот

	Вы уже знаете, что один из простейших способов обработки полученных в выборке статистических данных – их ранжирование. Безусловно, переход от неупорядоченного статистического ряда

2 2 3 3 3 3 4 2 3 3 2 3 2 3 2 3 2 4 3 2 2 3 2 4 5 2 3 3 2 4 3 2 3 4 3 3 2 3 5 3

к вариационному ряду
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3  4 4 4 4 4  5 5

делает информацию гораздо удобнее для восприятия, – но уж очень много в последнем ряде повторов! Проще записать каждое его значение только один раз, а рядом – указать количество повторений:
Различные значения

Количество повторений

2

14

3

19

4

5

5

2

Такое представление результатов выборки используется в статистике особенно часто и имеет специальное название – таблица распределения частот или просто – таблица частот. Таким образом, таблица частот содержит информацию обо всех встречавшихся в выборке значениях и их частотах. Напомним, что частоты бывают абсолютные и относительные.

	
	

	Абсолютная частота
	Абсолютная частота является целым числом и показывает, сколько раз данное значение повторяется в выборке. Сумма абсолютных частот всегда равна объему выборки.

	
	

	Относительная частота
	Относительная частота получается из абсолютной, если поделить ее на объем выборки. Таким образом, относительная частота является дробным числом из промежутка от 0 до 1 и показывает, какую долю данное значение составляет от всего объема выборки. Сумма относительных частот всегда равна 1. Иногда относительные частоты измеряются в процентах.

	
	

	Накопленная частота
	В некоторых задачах таблицу частот удобно дополнить еще одной характеристикой, получившей название накопленной частоты. Накопленная частота показывает, какая доля чисел статистического ряда не превышает данного значения. Накопленные частоты получаются из относительных частот накопительным суммированием (отсюда и их название): 
· 1-я накопленная частота равна 1-й относительной частоте; 

· 2-я накопленная – сумме 1-й и 2-й относительных;

· 3-я накопленная – сумме 1-й, 2-й и 3-й относительных и т.д.

Таким образом, последняя накопленная частота равна сумме всех относительных частот, т.е. равна 1. Накопленные частоты, так же, как и относительные, иногда измеряют в процентах.

	
	

	(
Пример 1.

Таблица частот в MS Excel
	В этом примере мы возвращаемся к примеру выборки, приведенному в начале параграфа. На ( показано, как использовать MS Excel для построения таблицы частот:
Различные значения

Абсолютные частоты

Относительные частоты

Накопленные частоты

2

14

0,35

0,35

3

19

0,475

0,825
4

5

0,125

0,95
5

2

0,05

1
40

1
В последней строке для контроля результатов найдены суммы абсолютных и относительных частот.

	
	

	Таблица частот и выборка
	Заметим, что по таблице частот можно при желании полностью восстановить и саму выборку (а точнее, вариационный ряд). Для этого достаточно выписать каждое из различных значений, представленных в первом столбце таблицы, столько раз, какова его абсолютная частота.

	
	

	(
Пример 2.

Функция СЧЕТЕСЛИ() для подсчета частот
	В примере 1 выборка была так мала, что абсолютные частоты легко считались вручную. А как быть, если ряд насчитывает сотни или тысячи чисел? На ( показано, как с помощью встроенной в MS Excel функции СЧЕТЕСЛИ() можно автоматизировать нахождение абсолютных частот для выборок большого объема.

	
	

	(
Пример 3.

Таблица частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»
	Виртуальная лаборатория «Анализ случайной выборки» может составить таблицу частот автоматически. Для этого нужно всего лишь ввести в нее числовой ряд или вставить его через буфер обмена. На ( показано, как можно это сделать на примере выборки матчей хоккейного чемпионата.

	
	

	Полигон частот
	Итак, мы научились представлять результаты статистических исследований в виде частотных таблиц, которые позволяют представить числовые данные компактнее и нагляднее. Однако по предыдущему опыту (см. главу 1) вы наверняка знаете, что еще более наглядным способом представления числовой информации является графический.

Отложим по горизонтальной оси координат все различные значения вариационного ряда, а по вертикальной – их относительные частоты. Чтобы график выглядел нагляднее, соединим полученные точки ломаной линией. Получится кусочно-линейный график, показывающий распределение частот между различными значениями вариационного ряда. Такой график называется в статистике полигоном частот (от латинского polygon – многоугольник).
Вот так будут выглядеть полигоны частот для двух выборок, рассмотренных ранее при исследовании количества детей в российских семьях. Согласитесь, что такое представление информации, полученной в выборках, выглядит гораздо нагляднее:
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 ?  Определите, какой из графиков какой выборке соответствует.

	
	

	(
Пример 4.

Полигон частот в MS Excel
	В этом примере на ( показано, каким образом полигон частот можно получить с помощью встроенных возможностей MS Excel. Для этого используется уже знакомый вам специальный модуль – Мастер диаграмм. Напомним, что с его помощью вы можете построить любой график или диаграмму, ответив всего на 4 вопроса:
1. Какой тип графика вас интересует?
2. Где взять исходные данные?
3. Как оформить график?
4. Где его разместить?
На последние два вопроса можно не отвечать, а использовать параметры, заданные по умолчанию.

	
	

	(
Пример 5.

Полигон частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»
	Если для обработки результатов, полученных в статистическом исследовании, используется ВЛ «Анализ случайной выборки», то полигон частот можно получить автоматически. На ( вы найдете соответствующий пример, в котором построены полигоны для каждого из четырех рядов, связанных с одной и той же выборкой.

	
	

	(
Пример 6.

Полигон частот в ВЛ «Классическая вероятность»
	Полигон частот можно получить непосредственно в ВЛ «Классическая вероятность». При этом вы сможете наблюдать за изменениями полигона непосредственно во время проведения серии испытаний.
Правда, если вас интересуют частоты не исходов опыта, а каких-то связанных с ними значений (например, не частота каждой пары чисел на двух кубиках, а их сумма), то придется экспортировать полученные результаты в MS Excel и строить полигон его средствами.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Для удобства восприятия и обработки вариационный представляют в виде таблицы  ?  или  ?  частот.

	
	

	Вопрос №2

	Укажите соответствие:

Абсолютная частота 

Доля данного значения во всем объеме выборки

Относительная частота 

Доля тех значений выборки, которые не превосходят данного значения.

Накопленная частота

Число повторений данного значения в выборке


	
	

	Вопрос №3

	 ?  – это кусочно-линейный график, показывающий распределение частот между различными значениями вариационного ряда.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Перед вами числовой ряд, представляющий собой итоговые оценки по математике учеников 8-го класса: 

3 4 5 4 4 3 5 4 4 3 5 4 5 3 3 4 4 4 5 3 3 5 5 4 5

Постройте для него таблицу частот.

	
	

	(
Задание №2
	Перед вами случайная выборка из 25-ти учеников 8-го класса с данными об их росте

166 165 163 166 168 165 168 170 165 165 165 165 164 168 165 164 161 166 166 167 164 163 168 167 167

Постройте по ней таблицу частот и ответьте с ее помощью на вопросы:
a) В каком диапазоне изменялся рост учеников? 
b) Какой процент учеников имеет рост 168 см? 
c) Какой рост встречался в выборке чаще всего?

	
	

	(
Задание №3
	На ( представлена статистика дорожно-транспортных происшествий (ДТП) в г.Чите за первые 8 месяцев 2007 года. С помощью функции СЧЕТЕСЛИ() постройте по этим данным таблицу частот и ответьте на вопросы:
a) Какое количество ДТП за один день было максимальным?  
b) Сколько дней не было ни одного ДТП?  
c) Оцените по таблице частот вероятность того, что в случайно взятый день количество ДТП будет не больше трех. 

	
	

	(
Задание №4
	Проведите 5000 опытов с тремя кубиками в ВЛ «Классическая вероятность». Экспортируйте результаты в MS Excel и найдите сумму очков в каждом опыте. Полученный ряд скопируйте через буфер обмена в ВЛ «Анализ случайной выборки» и составьте для него таблицу частот.

Оцените по полученной таблице вероятность того, что сумма будет равна 10.  

	
	

	(
Задание №5
	На ( записана таблица, содержащая сведения о крупнейших авиакатастрофах XX века. Вам нужно составить на основе этих данных частотную таблицу авиакатастроф по месяцам, построить полигон частот и ответить на вопросы:
a) В каком месяце было наибольшее число катастроф? 
b) Какой месяц был самым безопасным? 
c) В какое время года летать безопаснее?

	
	

	(
Задание №6
	На ( приведены результаты 5000 случайных испытаний с двумя кубиками. Полигон частот показывает, какие произведения очков и с какой частотой выпадали на этих двух кубиках. Ответьте с его помощью на вопросы:
a) Какие произведения встречались чаще всего? Как это можно объяснить? 
b) Какие произведения не встретились ни разу? Как это можно объяснить?

	
	

	(
Задание №7
	На ( записана таблица с результатами последнего тиража лотереи «Спортлото», в котором нужно было угадать 6 номеров из 49. Выигрыши даются по карточкам, в которых угадано 3 и более номеров. Добавьте к этой таблице столбцы относительных и накопленных частот и ответьте на вопросы:
a) Сколько всего карточек участвовало в тираже? 
b) Сколько номеров угадывалось чаще всего? 
c) Оцените по этим данным вероятность остаться без выигрыша.

	
	

	(
Задание №8
	На ( представлены три выборки с результатами матчей чемпионатов мира по футболу (1982 г.), хоккею с шайбой (2005 г.) и хоккею с мячом (2007 г.). Для каждой выборки нужно найти количество матчей, завершившихся вничью. В вашем распоряжении – MS Excel и ВЛ «Анализ случайной выборки».

	
	

	(
Задание №9
	На ( записана случайная выборка пациентов больницы. Постройте на ее основе таблицу распределения пациентов по группам крови.

Станция переливания крови может хранить 1000 л замороженной крови. Сколько литров крови каждой группы следует хранить на станции?

	
	

	
Задание №10
	На предыдущем уроке вы собрали сведения о последних четвертных оценках своих одноклассников по математике, русскому языку и физике.

Постройте для каждого из этих трех рядов таблицу и полигон частот. Сравните с их помощью успеваемость по этим трем предметам.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	«Глас народа»
	На телевидении есть игра, которая называется «Глас народа». В этой игре, отвечая на самые обычные вопросы, вы должны найти «наиболее типичный» ответ, угадать, как на этот вопрос ответило бы большинство респондентов.

Попробуйте провести такую игру в своем классе. Составьте предварительно список вопросов, проведите опрос респондентов, найдите самые типичные ответы.

	
	

	ДЕМОГРАФИЧЕСКАЯ СИТУАЦИЯ
	Проведите в своем классе социологическое мини-исследование для выяснения демографической ситуации. Соберите данные о том, сколько детей в каждой из семей ваших одноклассников, сколько детей было в семьях их родителей, бабушек и дедушек. 

Полученные данные представьте в виде таблиц и полигонов частот. Подготовьте по ним презентацию в MS PowerPoint.


4.3. Группировка данных и гистограмма
Пример 1. Сколько весит портфель первоклассника?

Интервальная таблица частот

Когда какую таблицу использовать? На сколько интервалов разбивать?

Пример 2. Интервальная таблица частот в MS Excel

Пример 3. Использование надстройки «Пакет анализа» в MS Excel

Пример 4. Интервальная таблица частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»

Гистограмма частот

Пример 5. Гистограмма частот в MS Excel

Пример 6. Гистограмма частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»

Пример 7. Деньги на «мобильнике»

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	Итак, таблица частот делает представление статистических данных намного компактнее и информативнее. Из нее сразу видно, какие различные значения присутствовали в выборке, какие из них повторялись чаще, а какие реже. Но всегда ли дело обстоит так хорошо?

	(
Пример 1.

Сколько весит портфель первоклассника?


	На школьниках 1-го «А» класса было проведено исследование для выяснения того, сколько весит портфель первоклассника. В результате взвешиваний был получен следующий статистический ряд (масса каждого портфеля в кг):

2,1; 2,45; 1,9; 2,6; 3,1; 1,95; 3,4; 4,3; 1,15; 2,7; 2,2; 3,2; 2,4; 2,2; 1,8; 1,5; 2,4; 2,25; 2,6; 1,75

На этот раз мы имеем дело с величиной, которая меняется непрерывно и может принимать любые значения из некоторого интервала. Правда, портфели взвешивались приближенно, с точностью до 50 г, но даже в этом случае почти все значения ряда оказались различными. Вот как будет выглядеть соответствующая таблица частот:

Масса портфеля

Абсолютная частота

Относительная частота

1,15

1

0,05

1,5

1

0,05

1,75

1

0,05

1,8

1

0,05

1,9

1

0,05

1,95

1

0,05

2,1

1

0,05

2,2

2

0,1

2,25

1

0,05

2,4

2

0,1

2,45

1

0,05

2,6

2

0,1

2,7

1

0,05

3,1

1

0,05

3,2

1

0,05

3,4

1

0,05

4,3

1

0,05

Как видите, абсолютная частота каждого значения оказалась равной 1 или 2. Ясно, что никакой наглядности такая таблица не прибавляет. 

	
	

	Интервальная таблица частот
	В такой ситуации для наглядного представления результатов выборки приходится группировать данные в интервалы и представлять их в виде интервальной таблицы частот. Весь диапазон значений выборки разбивают на промежутки (чаще всего равные) и подсчитывают частоту попадания в каждый из них. 

Вот как будет выглядеть интервальная таблица частот в примере 1, если разбить диапазон от 1 кг до 5 кг на четыре равных промежутка:
Масса портфеля

Абсолютная

частота

Относительная

частота

от 1 до 2 кг
6

0,3

от 2 до 3 кг
10

0,5

от 3 до 4 кг
3

0,15

от 4 до 5 кг
1

0,05

При попадании значения на границу промежутков его относят к какому-то одному из них (например, левому), чтобы не считать дважды. Так, если бы у кого-то из первоклассников портфель весил ровно 3 кг, мы включили бы это значение в промежуток от 2 до 3 кг.

	Когда какую таблицу использовать?
	Обычная таблица частот используется в том случае, если в выборке исследуется поведение дискретной величины, множество различных значений которой невелико. Интервальная таблица частот удобна для изучения непрерывных величин, которые могут принимать любые значения из некоторого промежутка.

	На сколько интервалов разбивать?
	При группировке данных интервалов должно быть не очень мало и не очень много – обычно 5-10. Если интервалов будет мало, то от нас ускользнут детали распределения, если много – то  мы придем к такой же картине, которая была и без группировки.
Количество интервалов во многом зависит от объема выборки и обычно выбирается так, чтобы почти в каждом интервале, кроме быть может крайних, оказалось хотя бы по пять значений выборки.

	
	

	(
Пример 2.

Интервальная таблица частот в MS Excel
	При построении интервальной таблицы частот в MS Excel возникают определенные трудности. Для автоматического подсчета абсолютных частот теперь нельзя использовать функцию СЧЕТЕСЛИ() так, как мы делали это в обычной, не интервальной таблице: эта функция в качестве возможных условий подсчета допускает лишь =, >, <, <=, >=, а нам нужно проверять попадание каждого значения в интервал (т.е. использовать двойное неравенство). 

Однако выход и здесь возможен. Нужно найти сначала накопленные абсолютные частоты. Для их отыскания достаточно проверять условие <= (меньше или равно):
СЧЕТЕСЛИ(Диапазон; “<=”&ПравыйКонецИнтервала)

Обратите внимание на знак «&» - он служит здесь для того, чтобы «приклеить» к знаку неравенства содержимое ячейки, где находится правый конец каждого очередного интервала.
На ( показано, как построить этим способом интервальную таблицу частот для выборки цен на различные модели ноутбуков (портативных компьютеров). Вообще говоря, цена на ноутбук – величина дискретная, т.к. шаг ее изменения не может быть меньше 1 доллара. Но величина этого шага настолько мала по сравнению с диапазоном изменения цен (от 500 до 5000 долларов), что удобнее считать эту величину непрерывной. На ( вы можете увидеть интервальную таблицу частот, в которой цена на ноутбуки сгруппирована в 8 интервалов по 500 долларов каждый.

	
	

	(
Пример 3.

Использование надстройки «Пакет анализа» в MS Excel

	MS Excel допускает построение интервальной таблицы частот и без использования сложных формул, но для этого нужно подключить к нему одну из так называемых «надстроек» - Пакет анализа данных. 

Щелкните мышью по пункту меню «Сервис (  Надстройки» и поставьте флажок (галочку) в строке «Пакет анализа» - он будет подключен. Теперь раскройте меню «Сервис (  Анализ данных» и выберите в списке функций этого пакета «Гистограмма частот».

На экране появится окно, в котором вам нужно будет указать два параметра: входной интервал (диапазон ячеек с исходным рядом) и интервал карманов (диапазон, в котором перечислены правые концы всех интервалов).

На ( показано, как этим способом построить интервальную таблицу частот для той же выборки, что и в примере 2. В дальнейшем вы можете сами выбрать тот из двух описанных способов, который вам кажется удобнее.

	
	

	(
Пример 4.

Интервальная таблица частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»
	Группировка данных и построение интервальной таблицы частот в ВЛ «Анализ случайной выборки» происходит автоматически. Вам достаточно ввести значения исходного ряда данных или вставить их через буфер обмена, как вы делали это раньше.

После этого в выпадающем списке «Тип таблицы» нужно выбрать «интервальная» и задать количество интервалов для группировки – таблица будет построена автоматически.

	
	

	Гистограмма частот
	Вы уже знакомы с понятием полигона частот, который служит для графического представления данных, полученных в дискретной выборке. Для непрерывной выборки вместо полигона используется гистограмма частот: по горизонтальной оси откладываются интервалы значений, а над каждым интервалом строится прямоугольник, площадь которого равна относительной частоте попадания в данный интервал. Обратите внимание: именно площадь, а не высота. Хотя, если интервалы равные, то высоты всех прямоугольников отличаются от соответствующих частот только постоянным множителем – длиной интервала. 
Вот так будет выглядеть гистограмма частот для примера с портфелями первоклассников:
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	(
Пример 5.

Гистограмма частот в MS Excel
	В MS Excel гистограмма частот, как и полигон, строятся с помощью уже знакомого вам модуля – Мастера диаграмм. Напомним, что с его помощью вы можете построить любой график или диаграмму, ответив всего на 4 вопроса:

1. Какой тип графика вас интересует?

2. Где взять исходные данные?

3. Как оформить график?

4. Где его разместить?

На последние два вопроса можно не отвечать – использовать параметры, заданные по умолчанию.

На ( показано, как строить гистограмму для выборки цен на ноутбуки.

	
	

	(
Пример 6.

Гистограмма частот в ВЛ «Анализ случайной выборки»
	В лаборатории «Анализ случайной выборки» гистограмма строится автоматически. Более того, вы можете интерактивно изменять количество интервалов группировки, наблюдая при этом за изменением гистограммы. Это дает возможность визуально выбрать наиболее подходящее количество интервалов. На ( вы найдете соответствующий пример.

	
	

	(
Пример 7.

Деньги на «мобильнике»
	Итак, мы выяснили, что для представления дискретных статистических рядов  удобно использовать обычную таблицу частот и полигон, а для непрерывных – интервальную таблицу и гистограмму.

Но на практике иногда встречается «смешанный» тип статистических данных, в котором среди всех возможных значений непрерывного ряда выделяется одно или несколько «особых» чисел, которые вполне могут встречаться в этом ряду многократно. Получается, что такой ряд состоит из двух частей – дискретной и непрерывной. 

Пример такого ряда приведен на (. Он получился, когда школьников попросили ответить на вопрос - сколько денег находится у каждого из них на текущем счету мобильного телефона. Те, у кого денег не оказалось, или телефона не было вовсе, ответили – ноль. Понятно, что доля таких школьников в выборке могла оказаться (и оказалась!) довольно существенной. 

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Для изучения  ?  величин удобно группировать данные в  ?  и представлять их в виде  ?  таблицы частот.

	
	

	Вопрос №2

	Для графического представления интервальной таблицы частот служит 

· полигон частот;
· гистограмма частот;
· график частот.

	
	

	Вопрос №3

	Относительная частота каждого интервала таблицы частот численно равна

· площади;
· высоте

соответствующего прямоугольника гистограммы.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Перед вами выборка, полученная по результатам изучения обменного курса доллара в 20-ти обменных пунктах города:

26,45; 26,4; 26,41; 26,45; 26,66; 26,53; 26,55; 26,44; 26,8; 26,67; 26,77; 26,43; 26,7; 26,6; 26,68; 26,58; 26,55; 26,54; 26,57; 26,59

Разбейте весь интервал от 26,4 до 26,9 на пять интервалов, сгруппируйте данные и постройте по ним интервальную таблицу частот.

	
	

	(
Задание №2
	В отделе мужской обуви универмага в течение дня производился учет стоимости проданной обуви. Были получены следующие результаты (в рублях): 

1200, 1110, 2300, 890, 320, 1200, 560, 1340, 1400, 1050, 1050, 4700, 3200, 2900, 2100, 2450, 890, 1110, 1200, 1200, 2300, 1050, 1400, 1200, 890, 320, 1320, 890, 1100, 1050

Представьте эти данные в виде интервальной таблицы абсолютных и относительных частот, разбив диапазон цен от 0 до 5000 рублей на интервалы длиной по 1000 рублей, и ответьте на вопросы:
a) Какой интервал цен оказался самым популярным? 
b) Сколько процентов проданной обуви оказалось в этом интервале?

	
	

	(
Задание №3
	На ( представлены статистические данные о странах мира. С помощью функции СЧЕТЕСЛИ() постройте интервальную таблицу частот по плотности населения в этих странах с шагом в 50 чел./кв.км., гистограмму относительных частот и ответьте на вопросы:
a) Какой интервал плотности содержит наибольшее количество стран? 
b) В какой интервал плотности попадает Россия? 
c) Какой процент стран находится в этом интервале? 

	
	

	(
Задание №4
	Стрелок, не целясь, стреляет в круглую мишень. Проведите с помощью ВЛ «Мишень» 5000 таких опытов. Экспортируйте полученные результаты в MS Excel и найдите расстояние от точки попадания до центра мишени. Сгруппируйте полученные данные с помощью надстройки «Пакет анализа» и постройте по ним гистограмму. 
На какую из представленных на ( гистограмм ваша гистограмма похожа больше? Попытайтесь это объяснить.

	
	

	(
Задание №5
	На ( записана таблица, содержащая сведения о крупнейших авиакатастрофах XX века. С ее помощью вам нужно ответить на два вопроса: 
a) В какие годы начался бурный рост гражданской авиации?

b) На каких самолетах летать безопаснее: больших или маленьких?

Какие частотные таблицы, графики, диаграммы помогут ответить на эти вопросы? Постройте их и ответьте на эти вопросы.

	
	

	(
Задание №6
	На ( представлены статистические данные чемпионата России по футболу 2003 года. В таблице перечислены все голы и указано, кто и когда их забивал. 
Сгруппируйте эти данные в интервалы и выясните, какая пятиминутка матча была наиболее опасной для взятия ворот в этом чемпионате.   

	
	

	(
Задание №7
	На ( записана хронологическая таблица с основными событиями из истории России в эпоху правления Рюриковичей. С ее помощью вам нужно выяснить, какие периоды из нее были наиболее насыщены событиями.

Постройте соответствующую таблицу частот и гистограмму. Попробуйте дать объяснение полученным результатам (вспомните историю России).

	
	

	(
Задание №8
	На ( записана случайная выборка городов России с указанием расстояния, на котором они находятся от Москвы. Сгруппируйте эти данные в интервалы по 500 км, постройте по полученной таблице гистограмму частот и ответьте на вопросы:
a) В каком интервале частота оказалась самой большой? 
b) Какого радиуса должен быть круг с центром в Москве, чтобы в нем оказалось около половины городов, участвующих в выборке? 

	
	

	(
Задание №9
	На ( представлены результаты финала Всероссийской  олимпиады школьников по информатике 2007 г. Вам необходимо проанализировать распределение ее участников по классам и по количеству набранных баллов. В каком из этих случаев вы будете использовать группировку данных, а в каком нет? Постройте соответствующие таблицы и графики в ВЛ «Анализ случайной выборки».

	
	

	
Задание №10
	На одном из предыдущих уроков вы собрали сведения о росте и весе своих одноклассников. Определите, какая из двух форм представления полученных данных – с группировкой или без нее – дает наиболее наглядное представление о распределениях частот в каждом из этих рядов.  Постройте соответствующие таблицы и диаграммы. Обсудите полученные результаты

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	Сколько весит портфель?
	Проведите в своей школе исследование для выяснения вопроса, сколько весят портфели учеников разных классов (получите предварительно разрешение администрации). Сравните полученные результаты с нормами СанПиН, по которым вес портфеля с учебными принадлежностями не должен превышать 10% веса самого школьника. Если они противоречат нормам, внесите ваши предложения по облегчению портфелей.


Глава 5
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Числовые характеристики выборки

Английский статистик Р.Фишер писал: «Статистика может быть охарактеризована как наука о сокращении и анализе материала, полученного в наблюдениях». Предыдущая глава была посвящена «борьбе» с обилием статистической информации. Мы научились представлять ее более наглядно и более компактно: в виде таблиц, графиков, диаграмм. 

Теперь мы пойдем еще дальше и попробуем охарактеризовать всю совокупность числовых данных, полученных в выборке, одним-двумя числами, которые будут своеобразной квинтэссенцией всей выборки.
5.1. Характеристики среднего
Среднее значение. 
Пример 1. Средний балл по географии

Вычисление среднего в MS Excel. 
Пример 2. Средняя цена монитора

Свойства среднего. «Средняя температура по больнице»

Мода. Всегда ли существует мода? Мода для нечисловых данных

Вычисление моды в MS Excel. 
Пример 3. Самый «модный» счет

Медиана

Вычисление медианы в MS Excel. 
Пример 4. Самый «средний» ноутбук

Устойчивость медианы

Какая характеристика лучше?

Пример 5. «Средний» гвоздь

Пример 6. «Среднее» время ДТП

Пример 7. «Средний» результат

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	Характеристики среднего (или средние характеристики) описывают положение всего статистического ряда на числовой прямой. 

	Среднее значение
	Наиболее известной и употребительной такой характеристикой является среднее арифметическое всех членов данного ряда, т.е.
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(для обозначения среднего используется черточка над буквой 
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).

В статистике эту величину называют еще средним значением или выборочным средним. В большинстве реальных исследований именно среднее арифметическое несет наиболее важную (но, разумеется, не всю!) информацию об изучаемом явлении. Достаточно вспомнить выражения «средний балл», «средняя зарплата», «средний доход», хорошо знакомые и понятные большинству людей, далеких от математики.

	
	

	Пример 1.

Средний балл по географии
	Ученик получил в течение первой учебной четверти следующие отметки по географии: 5, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5. Найдем его средний балл, т.е. среднее арифметическое всех членов ряда:
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Именно эта величина, скорее всего, будет главным ориентиром для учителя при выставлении четвертной оценки. Заметьте, что среднее значение ряда вполне может не совпадать ни с одним из его элементов. В нашем примере средний балл получился 4,4, хотя все оценки выражались целыми числами.

	
	

	(
Вычисление среднего в MS Excel
	В MS Excel среднее значение можно вычислить как непосредственно по определению (найти сумму всех членов ряда и поделить на их количество), так и с помощью специальной функции СРЗНАЧ(), для которой достаточно задать диапазон ячеек, в которых записан числовой ряд. На ( показаны оба этих способа. 

	
	

	(
Пример 2.

Средняя цена монитора
	На ( записан прайс-лист с ценами на различные модели мониторов. Для каждой категории мониторов (категории берутся по размерам) вычисляется средняя цена. Для вычислений используется статистическая функция СРЗНАЧ().

	
	

	Свойства среднего
	Среднее арифметическое числового ряда 
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 является его наиболее естественным «центром». Представим себе, что в каждой из точек 
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 на числовой оси находятся грузы одинаковой массы. Если теперь «подвесить» числовую ось в точке 
[image: image171.wmf]x

, то вся система будет находиться в равновесии. В физике такую точку называют центром масс. 

Из определения среднего арифметического вытекает и еще целый ряд замечательных свойств, многие из которых вы откроете самостоятельно, выполняя задания практикума.

	«Средняя температура по больнице»
	Понятно, что среднее значение дает далеко неполное представление о поведении изучаемой величины. Например, на планете Меркурий средняя температура +15°. Исходя из этого статистического показателя, можно подумать, что на Меркурии умеренный климат, удобный для жизни людей. Однако на самом деле это не так. Температура на Меркурии колеблется от -150° до +350°.
Вообще, неполнота информации, заключенной в средних величинах, – излюбленная тема для всевозможных статистических шуток и анекдотов. Наиболее любимый из них: «средняя температура по больнице – 36,6°».

	
	

	Мода
	Вернемся к примеру 1 с оценками по географии: 5, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5. Среднее значение этого ряда получилось 4,4. Следуя этому результату, итоговую оценку, скорее всего, придется поставить 4. Но справедливо ли это? Ведь из 10-ти полученных учеником оценок целых шесть – пятерки. И это весомый аргумент в пользу итоговой пятерки: ведь именно такую оценку ученик получал в течение четверти чаще всего. В статистике она называется модой.
Итак, модой числового ряда называют число, которое встречается в этом ряду наиболее часто. Можно сказать, что оно в этом ряду самое «модное». Для нашего примера мода равна 5.

	Всегда ли существует мода?
	В отличие от среднего арифметического, которое можно вычислить для любого числового ряда, моды у ряда может вообще не быть. Пусть, например, тот же ученик получил следующие оценки: 3, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 4, 5, 5. Здесь нет числа, встречающегося чаще других. Оценки 4 и 5 встречаются в этом ряду одинаково часто. Значит, у этого ряда нет моды. Иногда используют в этой связи другую терминологию: ряд, имеющий единственную моду, называют унимодальным, а ряд, у которого моды нет (или, если угодно, мод несколько) – полимодальным.

	Мода для нечисловых данных
	Особенностью моды является то, что ее, в отличие от среднего арифметического, можно использовать не только в числовых рядах. Если, например, опросить большую группу учеников, какой школьный предмет им нравится больше всего, то модой этого ряда ответов окажется тот предмет, который будут называть чаще остальных. Это одна из причин, по которой мода широко используется при изучении спроса и проведении других социологических исследований. Например, при решении вопросов, в пачки какого веса фасовать масло, какие открывать авиарейсы и т. п. предварительно изучается спрос и выявляется мода - наиболее часто встречающийся заказ. И даже выборы президента, с точки зрения статистики, не более, чем определение моды …

	(
Вычисление моды в MS Excel
	Для небольших по объему выборок моду можно вычислить «методом пристального взгляда» - правда, перед этим данные лучше ранжировать. Для больших выборок удобно использовать специальную функцию MS Excel, которая так и называется МОДА(). При ее вызове достаточно указать диапазон ячеек, в которых записаны данные выборки. На ( показано, как это делается.

	
	

	(
Пример 3.

Самый «модный» счет
	На ( представлены результаты матчей чемпионата России по футболу 2006 года. По результатам этой выборки построен ряд, показывающий количество мячей, забитых в каждом матче, и найдена его мода.

 ?  А что делать, если нас интересует самый модный счет, который был зафиксирован? В этом случае пользоваться количеством забитых голов уже нельзя – одному и тому количеству голов может соответствовать разный счет.

	
	

	Медиана
	Еще одной важной средней характеристикой числового ряда является его медиана – число, которое делит его на две равных половины. Более точно, медианой числового ряда называют число этого ряда (или полусумму двух его чисел), которое будет находиться ровно посередине ряда после его ранжирования (т.е. упорядочения).
Чтобы найти медиану числового ряда, сначала его нужно ранжировать и получить вариационный ряд. В нашем примере 1 с оценками по географии он выглядит так: 2, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 5. Если вариационный ряд содержит нечетное количество чисел, то нужно взять число, которое находится ровно посередине. Если же ряд содержит четное количество чисел (как в нашем примере), то нужно взять два средних числа и найти их полусумму: 
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. Как видите, медиана в примере 1, как и мода, оказалась равна 5 – это еще один довод в пользу итоговой пятерки.

	(
Вычисление медианы в MS Excel
	Вычисление медианы в MS Excel можно провести по описанному выше алгоритму: сначала упорядочить ряд, а потом взять его среднее число (или полусумму двух средних). Но есть и специальная функция МЕДИАНА(), которая позволяет найти медиану автоматически по указанному диапазону ячеек. На ( приведен пример такого вычисления.

	
	

	(
Пример 4.

Самый «средний» ноутбук
	Очень часто, покупая какую-либо техническую новинку, мы стараемся выбрать не очень дорогую (жалко денег!), но и не очень дешевую (плохое качество!) модель – «что-то среднее».

На ( записан прайс-лист на ноутбуки. С помощью медианы найдена эта средняя цена и соответствующие ей модели компьютеров.

	
	

	(
Устойчивость
медианы
	Достоинством медианы является ее бόльшая по сравнению со средним арифметическим устойчивость к ошибкам. Представим себе, что при записи числового ряда

15,5; 13,4; 12,4; 16,2; 14,6; 12,8; 13,5; 14,3; 16,4; 15,9

произошла досадная оплошность: в одном из чисел мы пропустили десятичную запятую и вместо 16,2 написали 162. Тогда среднее арифметическое возрастет с 14,5 до 29,08 (в два раза), а медиана как была 14,45, так и останется!
 ?  Убедитесь в этом с помощью таблицы, приведенной на (. 

	
	

	Какая характеристика лучше?
	Итак, мы ввели в рассмотрение три числовые характеристики для описания поведения числового ряда в среднем: среднее арифметическое; мода; медиана. Какая из них лучше характеризует поведение ряда? Ответить на этот вопрос однозначно нельзя: в каждом конкретном примере это может быть любая из них.

	
	

	(
Пример 5.

 «Средний» гвоздь
	Гвозди в магазине продают на вес. Чтобы оценить, сколько гвоздей содержится в одном килограмме, покупатель решил найти вес одного гвоздя. Для повышения точности измерений он взвесил на лабораторных весах несколько разных гвоздей и получил следующий ряд чисел (вес гвоздей в граммах):

4,47; 4,44; 4,64; 4,32; 4,45; 4,32; 4,54; 4,58

Какую из характеристик – среднее арифметическое, моду или медиану этого ряда ему следует взять в качестве оценки для веса одного гвоздя?

Найдем все три характеристики:
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Самой подходящей по смыслу задачи является среднее арифметическое. Несильно отличается от него и медиана, которая тоже вполне пригодна для оценки среднего веса. А вот мода здесь вряд ли подойдет, поскольку все значения полученного ряда разные и совпадение двух чисел 4,32 вряд ли отражает какую-то существенную закономерность в изготовлении гвоздей.

Таким образом, при формальном существовании всех трех характеристик, разумно использовать можно только две из них. Какую именно – все равно, поскольку они в данном случае очень близки друг к другу.

	
	

	(
Пример 6.

«Среднее» время ДТП
	А вот пример, в котором наоборот, мода содержит больше полезной информации. На ( записан ранжированный ряд, представляющий данные о времени дорожно-транспортных происшествий на улицах Москвы в течение одних суток (в виде час : мин):

0:15, 0:55, 1:20, … , 21:30, 21:45, 22:10, 22:35

Как и для любого ряда в данном случае мы можем найти среднее арифметическое - оно равно 13:33. Однако вряд ли имеет какой-то смысл утверждение типа «аварии на улицах Москвы происходят в среднем в 13 часов 33 минуты». В то же время, если сгруппировать данные этого ряда в интервалы, можно найти такой временной интервал, когда происходит наибольшее количество ДТП (такую характеристику называют модальным интервалом). Получив такую характеристику, соответствующим службам имеет смысл серьезно проанализировать, почему именно в этот временной интервал происходит наибольшее количество происшествий, и попытаться устранить их причины.

	
	

	(
Пример 7.

«Средний» результат
	На школьной спартакиаде проводится несколько квалификационных забегов на 100 метров, из которых в финал выходит ровно половина от числа всех участников. На ( представлены результаты всех спортсменов:
15,5; 16,8; 21,8; 18,4; 16,2; 32,3; 19,9; 15,5; 14,7; 19,8; 20,5; 15,4.

Какое время позволяет пройти в финал? Здесь для ответа на вопрос нужно вычислить медиану: 17,6. Спортсменов, которые имеют результат выше найденного, будет как раз половина от числа всех участников. А вот результат выше среднего арифметического, которое равно здесь 18,9, еще не позволяет рассчитывать на выход в финал: в списке есть спортсмен с результатом 18,4, который не попадает в финал. Мода этого ряда равна 15,5 и дает слишком завышенную оценку для «среднего результата».

	
	

	
	ТЕСТЫ

	Вопрос №1

	Укажите соответствие:

Среднее арифметическое

Значение ряда, которое повторяется чаще других

Мода

Середина ранжированного ряда

Медиана

«Центр масс» значений ряда


	Вопрос №2

	Какую среднюю характеристику можно использовать в нечисловых рядах?

· среднее арифметическое;
· мода;
· медиана.

	
	

	Вопрос №3

	Какая средняя характеристика наиболее устойчива к случайным ошибкам при записи данных?

· среднее арифметическое;
· мода;
· медиана.

	
	

	Вопрос №4

	На стадионе «Локомотив» была зафиксирована следующая посещаемость первых четырех футбольных матчей: 24000, 18000, 22000, 24000.  

а) Какова была средняя посещаемость этих матчей? 

б) Сколько зрителей должно посетить следующий матч, чтобы средняя посещаемость выросла?

· не менее 24000;

· больше 22000;

· больше 18000;

· не менее 20000.

	
	

	Вопрос №5

	Найдите медиану следующих рядов данных: 

а) 8, 4, 9, 5, 2;                       

б) 
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	Вопрос №6

	Дан ряд из четырех чисел: 18, 25, 24, 25. Определите, какая из средних характеристик находится в каждом из следующих пунктов:
а) 18+25+24+25=92;    92 : 4 = 23;     ?  = 23 р.

б) 18, 24, 25, 25;    (24+25) : 2 = 24,5;     ?  = 24,5 р.

в) 18, 25, 24, 25;     ?  = 25 р.

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	На ( таблица с данными многолетних наблюдений за максимальным уровнем весеннего подъема воды в реке Оке в районе г.Калуги. Найдите все средние характеристики этого числового ряда.

	
	

	(
Задание №2
	На ( данные обо всех голах чемпионата Росси по футболу 2003 года. В одном из столбцов таблицы имеются сведения о том, на какой минуте матча был забит каждый гол. Найдите среднее, моду и медиану этого ряда данных. Как вы думаете, какие из этих характеристик могут оказаться полезными для футбольных тренеров?

	
	

	(
Задание №3
	На одной из станций московского метрополитена были замерены интервалы времени между поездами и получены результаты, представленные на ( (в формате мин : сек). Найдите среднее значение интервала времени между поездами метро. Ответ получите в виде мин : сек. 

	
	

	(
Задание №4
	На ( записаны три таблицы с расписанием движения поездов с трех железнодорожных вокзалов Москвы. Найдите среднюю продолжительность одного рейса для каждого из вокзалов. Сравните полученные результаты и попробуйте их объяснить.

	
	

	(
Задание №5
	На ( представлены результаты всех матчей чемпионата России по футболу 2006 года. Найдите самый «модный» счет.

Указание 1. С помощью MS Excel превратите счет каждого матча в двузначное число, например: 3:1 в 31.

Указание 2. Чтобы 3:1 и 1:3 превращалось в одно число берите в качестве первой цифры максимальную. 

	
	

	(
Задание №6
	На ( имеются данные о результатах трех мировых чемпионатов: по хоккею с шайбой, хоккею с мячом и футболу. Найдите среднее значение, моду и медиану для числа голов, забитых в одном матче, на каждом из этих чемпионатов. Сравните полученные величины между собой.

	
	

	
Задание №7
	Проведите в ВЛ «Классическая вероятность»  5000 испытаний с двумя кубиками и найдите в каждом из них сумму очков и максимальное из чисел, выпавших на кубиках. У вас получится четыре ряда: первый кубик, второй кубик, сумма и максимум. Для каждого из этих рядов вычислите среднее, моду и медиану.

Сравните свои результаты с тем, что получилось у одноклассников, при помощи . 

	
	

	(
Задание №8
	На ( записана таблица простых чисел от 1 до 10 000. Найдите среднюю длину интервала между соседними простыми числами. 

	
	

	(
Задание №9
	На ( содержатся сведения о продажах автомобилей различных марок в одном из автосалонов г. Владимира. Найдите все средние характеристики для числа автомобилей, проданных за один день. Оцените, сколько автомобилей этот автосалон продаст за год?

	
	

	(
Задание №10
	На ( записаны результаты финала Всероссийской олимпиады школьников по информатике 2007 года. Найдите среднее количество баллов по каждому классу и сравните эти средние между собой.

	
	

	(
Задание №11
	На ( представлены данные экологического контроля за состоянием воздуха над различными районами Москвы – содержание оксида углерода в долях предельно допустимой концентрации. На основании этих данных ответьте на следующие вопросы:
a) Какой район можно считать самым благополучным в экологическом отношении? 
b) Какой - самым неблагополучным? 

c) Какой месяц по этим данным наиболее благоприятный в экологическом отношении для всей Москвы в целом? 
d) Какой самый неблагоприятный?

	
	

	(
Задание №12
	На ( записана итоговая таблица с результатами чемпионата России по футболу 2006 года. Понятно, что установить по ней количество голов, которое забивалось в каждой игре, невозможно. Какую из трех средних характеристик - среднее значение, моду или медиану - для этой величины можно вычислить по данной таблице? Вычислите ее.

	
	

	
Задание №13
	С помощью  найдите средний рост и вес своих одноклассников.

Сравните полученные результаты с идеальным весом и ростом, приведенным в таблице.

	
	

	
Задание №14
	С помощью  проведите опрос: сколько времени каждый из вас тратит на приготовление домашних заданий и просмотр телевизора. Найдите средние характеристики каждого из этих рядов. Какие выводы можно сделать по полученным результатам?

	
	

	(
Задание №15
	С помощью ВЛ «Анализ случайной выборки» постройте пять числовых рядов, у которых:

a) все три средние характеристики – среднее арифметическое, мода и медиана – совпадают;

b) все три средние характеристики – среднее арифметическое, мода и медиана – различны;

c) равны между собой только среднее арифметическое и медиана;

d) равны между собой только среднее арифметическое и мода;

e) равны между собой только мода и медиана.

	
	

	(
Задание №16
	С помощью ВЛ «Анализ случайной выборки» найдите для числового ряда  

1, 2, 3, 4, 
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все возможные значения 
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, при которых:

a) среднее арифметическое ряда равняется 3;

b) мода равняется 3;

c) медиана равняется 3.

	
	

	(
Задание №17
	На ( представлены экономические показатели различных регионов России за несколько последних лет. В первой строке таблицы приведена средняя зарплата по всей России в целом, далее – по каждому из регионов. Найдите среднее арифметическое зарплат по регионам. Как вы думаете, почему оно не совпадает со средней зарплатой по России?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	СВОЙСТВА СРЕДНИХ
	Каждое число исходного числового ряда увеличили на 10. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой? А если каждое число увеличили на 
[image: image179.wmf]a

?
Все числа исходного числового ряда увеличили в два раза. Что произойдет с его средним арифметическим? модой? медианой? А если каждое число увеличили в 
[image: image180.wmf]a

 раз?


5.2. Вычисление средних по таблице частот
Числовые характеристики и таблица частот

Пример 1. Средний балл по географии

Вычисление среднего по таблице частот

Вычисление среднего в MS Excel. 
Пример 2. Среднее количество детей

Вычисление среднего по интервальной таблице. 
Пример 3. Средний вес портфеля

Вычисление моды по таблице частот. 
Пример 4. «Мода» на количество детей

Вычисление моды по интервальной таблице. 
Пример 5. Когда чаще всего забиваются голы?

Вычисление медианы по таблице частот. 
Пример 6. Медианный возраст населения

Вычисление медианы по интервальной таблице

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Числовые характеристики и таблица частот

	Мы дали определение трех числовых характеристик, которые можно вычислить для произвольного числового ряда. Однако в статистике, как вы помните, результаты наблюдений удобно представлять не в виде последовательности чисел, а в виде таблицы частот. Как в этом случае найти среднее арифметическое, моду и медиану?
Конечно, можно пойти по такому пути: восстановить по таблице саму выборку (точнее, вариационный ряд) и «свести задачу к предыдущей». К счастью, в этом случае есть более  рациональный способ вычислений.

	
	

	Пример 1.

Средний балл по географии
	Вернемся к примеру 1 из предыдущего урока. Среднее арифметическое в этом примере мы нашли, просуммировав все оценки и поделив на их количество:
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Представим себе, что вместо исходного ряда чисел нам дана таблица частот:

Оценка
Абсолютная частота

Относительная частота

2

1

0,1

4

3

0,3

5

6

0,6

10

1

Как найти по ней сумму всех чисел исходного ряда? В эту сумму каждая из оценок 2, 4 и 5 входит такое же количество раз, какова его абсолютная частота – поэтому формула для среднего будет выглядеть так:
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В числителе этой дроби стоят различные значения ряда (первый столбец таблицы), умноженные на их абсолютные частоты (второй столбец). Если поделить почленно числитель нашей дроби на знаменатель, то получится еще одна формула для среднего, в которой используются уже не абсолютные, а относительные частоты:
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	Вычисление среднего по таблице частот
	Запишем полученные формулы в общем виде. Пусть 
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 - все различные значения, встречавшиеся в выборке; 
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- их абсолютные частоты; 
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 - их относительные частоты:

Значения

Абсолютная частота

Относительная частота
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Тогда среднее арифметическое выборки может быть найдено по любой из двух формул:
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      или      
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	(
Вычисление среднего в MS Excel
	При подсчете среднего по таблице частот функция СРЗНАЧ() в MS Excel уже неприменима! Ее использование неизбежно приведет к ошибке (вы найдете среднее арифметическое различных значений ряда без учета их частоты). 

Для правильного подсчета следует добавить к таблице частот еще один столбец, содержащий произведения значений на их относительную частоту, а затем найти сумму чисел в этом столбце:

Значения

Абсолютная частота

Относительная частота

Произведения
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На ( приведен пример такого вычисления.

	
	

	(
Пример 2.

Среднее количество детей
	Вернемся к распределению женщин по количеству детей, полученному по результатам последней переписи населения. На ( показано, как по этим данным посчитать среднее количество детей в российской семье. Заметьте, что относительные частоты в таблице заданы в процентах.
Можно сказать (как это ни странно звучит), что в средней российской семье 1,48 ребенка.

	
	

	Вычисление среднего по интервальной таблице
	Вычисление числовых характеристик выборки по интервальной таблице частот нуждается в дополнительном разъяснении. Ведь в такой таблице первый столбец занимают не числовые значения ряда, а целые интервалы. Каким образом умножать их на абсолютные или относительные частоты? В этом случае вместо интервалов используют их середины, т.е. полусуммы концов каждого интервала.

	
	

	(
Пример 3.

Средний вес портфеля
	На одном из предыдущих уроков мы рассматривали пример случайной выборки, полученной при взвешивании портфелей первоклассников. По этим результатам была построена интервальная таблица частот. На ( показано, как посчитать по ней средний вес портфеля. 
Полученный результат – 2,43 кг – отличается от среднего веса, посчитанного по самой выборке – 2,3975 кг. Понятно, откуда берется это различие: ведь мы заменяем целую группу чисел, попадающих в интервал, его серединой, поэтому получаем лишь приближенное значение среднего. Но с таким приближением вполне можно смириться: во-первых,  величина интервалов небольшая; во-вторых, исходные значения выборки, как правило, лежат как слева, так и справа от середины; наконец, в-третьих, все статистические характеристики все равно носят изменчивый характер - в другой выборке они получатся иными. 

	
	

	Вычисление моды по таблице частот
	Что касается моды, то ее вычисление по таблице частот происходит совсем просто (это даже нельзя назвать вычислением). Для этого достаточно найти максимальное значение в столбце абсолютных или относительных частот и выбрать соответствующее ему значение числового ряда. В примере с оценками по географии это будет выглядеть так:
Оценка

Абсолютная частота

Относительная частота

2

1

0,1

4

3

0,3

5

6

0,6

10

1

Максимальная абсолютная частота равна 6 (относительная – 0,6); соответствующее ей значение ряда – 5. Значит, мода равна 5.

Если максимальных частот в таблице несколько, то выборка не имеет моды (будет полимодальной).

	
	

	(
Пример 4.

«Мода» на количество детей
	Возвращаясь в этом примере к данным Всероссийской переписи, мы можем найти наиболее частое количество детей для женщин каждой возрастной группы. На (  приведена таблица частот для разных групп. Максимальная частота в каждой выборке выделена цветом. Видно, что в разных возрастных группах мода колеблется от 0 до 2 детей. 

	
	

	Вычисление моды по интервальной таблице
	Если данные сгруппированы в интервалы, то вместо моды-числа чаще всего указывают модальный интервал – т.е. такой интервал значений, частота попадания в который максимальна.

	
	

	(
Пример 5.

Когда чаще всего забиваются голы?
	В этом примере на ( дана выборка матчей футбольного чемпионата России 2003, в которой зафиксировано, на каких минутах забивались голы. Данные сгруппированы в 18 интервалов по 5 минут каждый. На построенной гистограмме хорошо виден интервал, в котором количество забитых голов максимально - от 40 до 45 мин:

	
	

	Вычисление медианы по таблице частот
	Нетрудно понять, что для вычисления медианы по таблице частот нужно найти первое значение накопленной частоты, превосходящее 0,5, и выбрать соответствующее ему значение числового ряда. В примере с оценками это будет выглядеть так:

Оценка

Абсолютная частота

Относительная частота

Накопленная частота

2

1

0,1

0,1

4

3

0,3

0,4

5

6

0,6

1

10

1

Накопленная частота впервые превосходит 0,5 только в последней строке таблицы, значит, медианой выборки будет 5. 

А что будет медианой выборки, если одна из накопленных частот в точности равна 0,5? Отметим, что это может случиться только в том случае, если ряд имеет четное число слагаемых (иначе сумма абсолютных частот, равная объему выборки, не разделится ровно пополам). Тогда ровно посредине вариационного ряда будут находиться два значения: то, для которого накопленная частота равна 0,5, и следующее за ним. Значит, для вычисления медианы нужно взять их полусумму.

	
	

	(
Пример 6.

Медианный возраст населения
	В демографии, помимо распределения населения по возрастным группам, важной обобщенной характеристикой возрастного состава служит медианный возраст населения, который разделяет все население на две равные части: одну - моложе, а другую - старше этого возраста. По данным ООН, медианный возраст населения мира составляет на сегодняшний день около 28 лет. К 2050 году по прогнозам той же ООН он должен повыситься до 38 лет.

На ( приведены данные последней переписи населения России – распределение населения по возрастным группам – и показано, как на основе этих данных посчитать медианный возраст населения России. Полученный результат заставляет задуматься: уже сейчас медианный возраст в России составляет почти 37 лет…

	
	

	Вычисление медианы по интервальной таблице
	Для вычисления медианы по интервальной таблице частот используют пропорциональное деление отрезка, на котором происходит «перевал» накопленной частоты через 0,5. Разберем это на уже знакомом примере с портфелями:

Вес портфеля

Абс. частота

Отн. частота

Накопл. частота

от 1 до 2

6

0,3

0,3

от 2 до 3

10

0,5

0,8

от 3 до 4

3

0,15

0,95

от 4 до 5

1

0,05

1

Переход накопленной частоты через 0,5 происходит на интервале от 2 до 3. При этом, в левом конце интервала накопленная частота равна 0,3, а в правом – 0,8:

[image: image210.png]



Обозначив неизвестную нам медиану через 
[image: image211.wmf]m

, составим следующую пропорцию:
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Найдите среднее значение, моду и медиану ряда, заданного таблицей относительных частот:

Значение

-2

-1

0

1

2

Относительная частота

0,2

0,3

0,4

0

0,1



	
	

	Вопрос №2

	В течение года Лена получила следующие отметки за контрольные по алгебре: три «двойки», две «тройки», четыре «четверки» и одну «пятерку». Найдите среднее арифметическое, моду и медиану этих данных.

	
	

	Вопрос №3

	Президент компании получает зарплату 100 000 р. в месяц, четверо его заместителей получают по 20 000 р., а 20 служащих компании – по 10 000 р. Найдите все средние характеристики зарплат в компании. 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	В таблице приведены данные о возрастном составе участников школьного хора:
Возраст (лет)
7

8

9

10

11

12

13

14

15

Число участников
3

6

5

1

2

3

2

2

1

Найдите его среднее арифметическое, моду и медиану.

	
	

	(
Задание №2
	В таблице приведены данные о росте участников легкоатлетических соревнований:

Рост (см)

[160;165)

[165;170)

[170;175)

[175;180)

[180;185)

[185;190)

Число участников

5

12

19

25

10

7

Найдите его среднее арифметическое, интервальную моду и медиану.

	
	

	(
Задание №3
	Вернемся к данным о количестве детей в семьях россиянок, участвовавших в последней переписи населения. Определите по данным, представленным на (, все средние характеристики этой выборки.

	
	

	(
Задание №4
	Среди пользователей одного из Интернет-сайтов был проведен опрос: сколько времени они проводят в Интернете. Результаты опроса приведены на (. Сколько часов в день проводит в Интернете средний пользователь этого сайта?

	
	

	(
Задание №5
	На ( записана таблица, содержащая статистические данные по всем странам мира. В частности, в ней есть такие характеристики, как территория, население и плотность населения в каждой из стран. Требуется найти среднюю плотность населения на Земле. Какой из следующих способов верный: 

Способ 1-й: найти среднее арифметическое плотностей населения всех стран, приведенных в таблице. 

Способ 2-й: сложить население всех стран, и поделить их на суммарную площадь этих стран. 

А может быть, оба способа дают одинаковый ответ? Выберите правильный способ и найдите среднюю плотность населения на земном шаре.   

	
	

	(
Задание №6
	На ( представлен баланс матчей сборной России по футболу за все годы ее выступления в официальных международных матчах (до 2006 года). Найдите, сколько мячей в среднем забивает и пропускает сборная России за один матч.

	
	

	(
Задание №7
	На ( приведено статистическое распределение случайной выборки взрослых (старше 15 лет) мужчин по размерам обуви. Какие средние характеристики могут иметь смысл в этой ситуации? Отметьте их и найдите, чему они равны.

	
	

	(
Задание №8
	На ( данные, полученные в результате случайной выборки более, чем 10 000 дорожно-транспортных происшествий, произошедших за последние несколько лет на дорогах России. Приведенная таблица показывает статистическое распределение количества пострадавших. Найдите по этим данным среднее значение, моду и медиану для количества пострадавших в одном ДТП. На основе полученных данных ответьте на вопрос: какой из перечисленных видов ДТП является по статистике наиболее частым?

	
	

	(
Задание №9
	На ( приведены результаты одного из тиражей лотереи «Спортлото 6 из 49», в которой нужно угадать 6 чисел из 49. За 3, 4, 5 и 6 угаданных номеров дается выигрыш (размер выигрыша также указан на (). Какой доход с одной карточки получают устроители лотереи, если цена одной карточки – 50 рублей?

	
	

	(
Задание №10
	На ( приведены данные о возрастном составе публики, полученные в результате опроса посетителей на выставках в Государственном Русском Музее (в % к числу опрошенных). Определите, какая из выставок пользовалась большей популярностью среди молодежи, а какая – среди людей пожилого возраста.

	
	

	(
Задание №11
	На ( приведены официальные данные ГКС о распределении населения России по уровню доходов с 2002 по 2006 год. Найдите по этим данным, как за этот период изменялся доход среднестатистического россиянина.

	
	

	(
Задание №12
	На ( приведены официальные данные ГКС РФ о распределении населения России по величине среднедушевых доходов и прожиточном минимуме. Вычислите и подставьте вместо многоточий соответствующие числовые характеристики:

a) В 2004 году средний доход россиянина составлял ... рублей. 

b) В 2003 году около половины россиян имело доход свыше ... рублей на человека. 

c) В 2002 году около ... % всех россиян жило за чертой бедности, т.е. имело доход меньше прожиточного минимума.

	
	

	(
Задание №13
	Одним из электронных журналов был проведен опрос, в котором каждый подписчик должен был указать название своего любимого Web-сайта и свой месячный доход. В результате была получена таблица, представленная на (. Определите сайты, посетители которых имеют в среднем самый большой доход и самый маленький доход.

	
	

	(
Задание №14
	На ( содержатся статистические данные о возрасте женщин, родивших детей в г. Москве с 2000 по 2002 годы. Найдите по эти данным средний возраст рожениц.

	
	

	(
Задание №15
	На ( содержатся статистические данные о возрасте женщин, родивших детей в г. Москве в течение 2002 года с разделением их по округам. Найдите по эти данным самый «молодой» округ и самый «пожилой».

	
	

	(
Задание №16
	На ( записаны три таблицы, полученные в результате последних переписей населения в России, Белоруссии и Украине. Определите по этим данным, как соотносится между собой медианный возраст населения в этих трех странах.

	
	

	(
Задание №17
	В двух таблицах на ( содержатся результаты ЕГЭ в 2005 году по всем регионам России: в первой дано количество участников в каждом регионе, во второй – средний балл по каждому региону. Найдите средний балл по математике по всей России в целом.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ
	Проведите в своей школе социологический вопрос для определения среднего времени, которое тратят на приготовление домашних заданий ученики разных классов. Попробуйте разработать такую анкету, чтобы попутно выяснить и на что тратится остальное время (сон, дорога в школу, занятия спортом, телевизор и т.д.).

	
	


5.3. Характеристики разброса

Размах

Пример 1. Размах оценок по географии

Вычисление размаха в MS Excel

Пример 2. Размах цен на мониторы

Среднее отклонение от среднего

Пример 3. Среднее отклонение от средней оценки

Среднее для модулей отклонений

Дисперсия

Вычисление дисперсии в MS Excel

Пример 4. Дисперсия при измерении веса портфелей

Стандартное отклонение

Вычисление стандартного отклонения в MS Excel

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	В предыдущих параграфах мы рассмотрели числовые характеристики, позволяющие оценить поведение числового ряда в среднем. Около них, как правило, сосредоточена основная масса значений выборки.

Но чтобы получить более полное представление о поведении ряда в целом, нужно знать, насколько сильно его значения различаются между собой, как сильно они разбросаны, рассеяны вокруг средних. Для этого служат характеристики разброса.

	Размах
	Простейшей характеристикой разброса является размах. Размах – это разность наибольшего и наименьшего значений выборки. Понятно, что размах может добавить много полезной информации к средним характеристикам. Так, для температуры на Меркурии, где средняя температура, напомним, около +15°, размах равен 350° - (-150°) = 500°. Конечно, такого перепада температур человек выдержать не может.

Размах очень просто вычисляется, но не всегда несет достоверную информацию, т.к. на его величину может сильно повлиять какое-то одно (возможно, ошибочное) значение выборки.

	
	

	Пример 1.

Размах оценок по географии
	Мы снова возвращаемся к знакомому примеру – оценкам по географии: 
5, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5.
Максимальная из полученных оценок – 5, минимальная – 2. Отсюда размах будет 5 – 2 = 3. Заметьте, что единственная двойка в этой выборке увеличивает размах с 2 до 3. 

	
	

	(
Вычисление размаха в MS Excel
	В MS Excel нет функции, вычисляющей непосредственно размах ряда, но зато есть функции МАКС() и МИН(), вычисляющие соответственно максимальное и  минимальное значения в указанном диапазоне ячеек. Их разность и дает размах: МАКС() – МИН(), где в качестве аргумента нужно указать диапазон ячеек, содержащий исходный ряд данных. На ( приведен пример их использования.

	
	

	(
Пример 2.

Размах цен на мониторы
	На ( представлен прайс-лист с ценами на различные модели мониторов. Для каждой категории мониторов (категории берутся по размерам) вычисляется размах цен. Для вычислений используются статистические функции МАКС() и МИН().

	
	

	Среднее отклонение от среднего
	Казалось бы, естественной мерой разброса может быть величина, которую можно назвать средним отклонением от среднего. Понятно, как ее можно получить: сначала найти среднее значение 
[image: image214.wmf]x

, а затем вычислить среднее арифметическое всех отклонений от этого среднего:
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С одной стороны, учитываются все отклонения, с другой – каждое из них в отдельности не может слишком сильно повлиять на общий результат (как это было с размахом). Но при ближайшем рассмотрении этот общий результат оказывается неожиданным… 

	(
Пример 3.

Среднее отклонение от средней оценки
	Найдем среднее отклонение от среднего для примера с оценками. Как вы помните, 
[image: image216.wmf]4
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. Поэтому интересующее нас выражение будет выглядеть так:
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Получилось, что среднее отклонение равно нулю! Может быть, это случайность? 

 ?  На ( записана электронная таблица с приведенными оценками и посчитано их среднее отклонение от среднего. Попробуйте изменить исходные оценки. Изменяется ли при этом среднее отклонение?
Равенство нулю уже не будет казаться столь удивительным, если вспомнить, что какая-то часть значений ряда лежит слева от среднего, а какая-то – справа. Поэтому при вычислении среднего отклонения часть слагаемых входит в сумму со знаком «плюс», а часть – со знаком «минус». Конечно, это еще не доказывает, что среднее отклонение всегда будет равно нулю, но уже кое-что объясняет. Строгое доказательство этого факта вам будет предложено провести самостоятельно в одной из задач этого параграфа.

	
	

	Среднее для модулей отклонений
	Итак, среднее отклонение от среднего не может быть мерой разброса, поскольку оно всегда равно нулю. Но не будем так быстро отчаиваться – ведь идея вычислить среднее арифметическое всех отклонений была совсем неплохой. Просто эти отклонения нужно было суммировать без учета знака – тогда нуля уже не получится. Другими словами, заменим отклонения на их модули и найдем среднее арифметическое:
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Для примера 1 с оценками по географии результат будет следующим:
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Полученную величину уже вполне можно использовать, как одну из возможных мер разброса. И все-таки, в статистике она не нашла распространения и даже не получила никакого специального названия. Видимо, причиной тому стала функция «модуль числа», с которой не всегда приятно работать (возможно, вы уже имели возможность в этом убедиться). Статистики нашли другой выход…

	Дисперсия
	Будем складывать не модули, а квадраты отклонений – они ведь тоже неотрицательные:
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Полученная величина получила название дисперсии числового ряда. Для примера с оценками дисперсия будет:
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	(
Вычисление дисперсии в MS Excel
	Разумеется, в электронной таблице дисперсию можно вычислить по определению: найти среднее, вычислить для каждого числа исходного ряда квадрат отклонения, просуммировать эти квадраты и поделить на их количество. Гораздо быстрее можно вычислить дисперсию с помощью функции ДИСПР() – достаточно указать в качестве аргумента диапазон ячеек, содержащий все числа исходного ряда. На ( показаны оба этих способа.

	
	

	(
Пример 4.

Дисперсия при измерении веса портфелей
	Вернемся к выборке, полученной в результате измерения веса портфелей первоклассников. На ( показано, как с помощью MS Excel посчитать дисперсию этой выборки. При этом используются два разных способа – непосредственное вычисление по определению и использование функции ДИСПР(). 

	
	

	Стандартное отклонение
	У дисперсии есть один существенный недостаток: если исходные значения ряда измеряются в каких-то единицах (например, в килограммах), то у дисперсии эти единицы возводятся в квадрат («квадратные» килограммы). В нашем примере среднее значение веса получилось 2,4 кг, а вот дисперсия цен – около 0,49 ... «квадратных килограмма». Избавиться от таких странных единиц измерения можно, если использовать другую характеристику разброса - стандартное отклонение.

Стандартным отклонением (или средним квадратичным отклонением) числового ряда называется квадратный корень из дисперсии. За стандартным отклонением в статистике закрепилось «стандартное обозначение»: его всегда обозначают греческой буквой 
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  («сигма»). В рассмотренном примере  стандартное отклонение будет  
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Для оценки разброса по стандартному отклонению на практике очень часто используют так называемое правило трех сигм: 99% всех значений, полученных в выборке, лежит в интервале 
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. Правда, для этого нужно, чтобы выборка была нормально распределена. О том, что это такое, мы поговорим позже, когда будем изучать распределения случайных величин.

	(
Вычисление стандартного отклонения в MS Excel
	Разумеется, стандартное отклонение можно найти, вычислив корень из дисперсии: КОРЕНЬ(ДИСПР()). Но учитывая чрезвычайную популярность этой характеристики, для нее также есть отдельная функция: СТАНДОТКЛОНП(), где в качестве аргумента нужно указать диапазон ячеек, содержащий исходный ряд чисел. На ( показаны оба этих способа.

	
	

	(
Пример 3.

(продолжение)
	В том же примере с портфелями, где мы только что вычисляли дисперсию, посчитано стандартное отклонение (с использованием функции СТАНДОТКЛОНП() и без нее). Величина отклонения получилась около 700 г. Как уже говорилось выше, это позволяет приблизительно оценить тот диапазон, в котором почти наверняка окажется вес любого портфеля: от (2,4-0,7)=1,7 кг до (2,4+0,7)=3,1 кг.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Характеристики  ?  показывают, как сильно значения ряда различаются между собой, как они рассеяны вокруг средних.

	
	

	Вопрос №2

	Разность наибольшего и наименьшего значений ряда данных называется

· амплитудой;
· разбросом;
· размахом;
· рассеянием.

	
	

	Вопрос №3

	Найдите размах и дисперсию числового ряда: 1, 2, 3, 4, 5.

	
	

	Вопрос №4

	Отметьте верные утверждения:

· если размах некоторого числового ряда равен 0, то он состоит из одинаковых чисел;

· если дисперсия некоторого числового ряда равна 0, то он состоит из одинаковых чисел;

· если ряд состоит из одинаковых чисел, то его размах равен 0;

· если ряд состоит из одинаковых чисел, то его дисперсия равна 0;

· если дисперсия ряда равна 0, то и его размах равен 0; 

· если размах ряда равен 0, то и его дисперсия равна 0.

	
	

	Вопрос №5

	У какого из следующих рядов дисперсия больше:

· первый ряд: 1, 2, 3, 4, 5;

· второй ряд: 2, 3, 4, 5, 6.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	(
Задание №1
	Дана таблица с данными многолетних наблюдений за максимальным уровнем весеннего подъема воды в реке Оке в районе г.Калуги. Найдите все характеристики разброса этого числового ряда.

	
	

	(
Задание №2
	Перед вами три таблицы с расписанием движения поездов с трех железнодорожных вокзалов Москвы. Найдите стандартное отклонение для продолжительности рейсов по каждому из вокзалов. Сравните полученные результаты и попробуйте их объяснить.

	
	

	(
Задание №3
	Перед вами уже знакомые данные о результатах трех мировых чемпионатов: по хоккею с шайбой, хоккею с мячом и футболу. Вычислите абсолютную разницу в счете каждого матча. Найдите для трех полученных рядов стандартные отклонения и сравните их между собой.

	
	

	(
Задание №4
	Проведите 1000 испытаний с двумя кубиками и найдите в каждом из них сумму очков и максимальное из чисел, выпавших на кубиках. У вас получится четыре ряда: первый кубик, второй кубик, сумма и максимум. Для каждого из этих рядов вычислите стандартное отклонение.

Сравните свои результаты с результатами товарищей. Насколько они близки друг к другу?

	
	

	(
Задание №5
	В таблице содержатся результаты ЕГЭ (средний балл) в 2005 году по всем регионам России. Найдите по эти данным предметы, для которых характерны самый маленький и самый большой разброс результатов.

	
	

	(
Задание №6
	На ( представлены данные экологического контроля за состоянием воздуха над различными районами Москвы – содержание оксида углерода в долях предельно допустимой концентрации. На основании этих данных ответьте на вопросы:

a) Какой район самый стабильный в отношении экологической обстановки? 
b) Какой самый нестабильный? 
c) Какой месяц по этим данным наиболее стабильный по всем районам? 
d) Какой самый нестабильный?

	
	

	
Задание №7
	С помощью  найдите среднее значение и стандартное отклонение для веса и роста своих одноклассников. Сравните полученные результаты с допусками на нормальный вес и рост, приведенными в таблице.

	
	

	(
Задание №8
	Постройте ряд из четырех или более чисел, у которого:

а) размах равен 0;

б) размах равен 1;

в) дисперсия равна 0;

г) дисперсия равна 1.

	
	

	(
Задание №9
	При каком значении 
[image: image225.wmf]x

 дисперсия числового ряда  

1, 2, 3, 4, 
[image: image226.wmf]x


будет минимальна? Чему она будет равна?

	
	

	(
Задание №10
	Ребятам было поручено провести статистические наблюдения над ростом одноклассников. Коля записал рост всех ребят в сантиметрах:

164, 176, 170, …

а Оля – в метрах: 

1,64; 1,76; 1,70; …

Затем они посчитали средний рост, дисперсию и стандартное отклонение. У Коли эти результаты составили соответственно 172, 16 и 4. Какие результаты получила при этом Оля? 

	
	

	
Задание №11
	Докажите, что для любого числового ряда 
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 среднее отклонение от среднего значения равно нулю, т.е.
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	
Задание №12
	Докажите, что дисперсия любого числового ряда 
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 может быть вычислена по формуле:
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	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	СВОЙСТВА ХАРАКТЕРИСТИК РАЗБРОСА
	Каждое число исходного числового ряда увеличили на 10. Что произойдет с его размахом? дисперсией? стандартным отклонением? А если каждое число увеличили на 
[image: image231.wmf]a

?
Все числа исходного числового ряда увеличили в два раза. Что произойдет с его размахом? дисперсией? стандартным отклонением? А если каждое число увеличили в 
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 раз?


5.4. Вычисление разброса по таблице частот

Пример 1. Размах оценок по географии

Вычисление размаха по таблице частот
Пример 2. Дисперсия оценок по географии

Вычисление дисперсии по таблице частот
Вычисление дисперсии в MS Excel

Пример 3. Дисперсия количества детей

Вычисление размаха и дисперсии по интервальной таблице

Пример 4. Разброс при измерении веса  портфелей

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	Как и для средних характеристик, выясним теперь, как вычислять размах, дисперсию и стандартное отклонение по таблице частот. Обратимся для этого к уже знакомому нам примеру с оценками по географии.

	Пример 1.

Размах оценок по географии
	Перейдем от исходного ряда оценок 5, 2, 4, 5, 5, 4, 4, 5, 5, 5 к таблице частот:

Оценка

Абсолютная частота

Относительная частота

2

1

0,1

4

3

0,3

5

6

0,6

10

1

Вычислить размах теперь не составляет труда: поскольку в первой графе таблицы все значения исходного ряда выписаны по возрастанию, то нужно вычесть из последнего значения первое:
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	Вычисление размаха по таблице частот
	Итак, для вычисления размаха по таблице частот нужно взять последнее (максимальное) из значений ряда и вычесть из него первое (минимальное). Таким образом, при вычислении размаха частоты значений, полученных в выборке, не учитываются.

	Пример 2.

Дисперсия оценок по географии
	Вернемся снова к примеру с оценками. Мы уже находили для него дисперсию в предыдущем параграфе:
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Если использовать вместо ряда таблицу частот, то каждое слагаемое нужно включить в эту сумму такое же количество раз, какова его абсолютная частота:
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В числителе этой дроби стоят квадраты отклонений для различных значений ряда, умноженные на их абсолютные частоты. Если поделить почленно числитель нашей дроби на знаменатель, то получится еще одна формула для дисперсии, в которой используются уже не абсолютные, а относительные частоты:
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	Вычисление дисперсии по таблице частот
	Запишем полученные формулы в общем виде. Пусть 
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 - все различные значения, встречавшиеся в выборке; 
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- их абсолютные частоты; 
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 - их относительные частоты:

Значения

Абсолютная частота

Относительная частота
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Тогда дисперсия выборки может быть найдена по любой из двух формул:
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или
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	Вычисление дисперсии в MS Excel
	При подсчете дисперсии по таблице частот функция ДИСПР() в MS Excel уже неприменима! Ее использование неизбежно приведет к ошибке (вы найдете среднее арифметическое квадратов отклонений различных значений ряда без учета их частоты). 

Для правильного подсчета следует добавить к таблице частот еще два столбца: столбец с квадратами отклонений от среднего и столбец, содержащий произведения этих квадратов на их относительную частоту. После этого найти сумму чисел в последнем столбце:
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В следующем примере показано, как это сделать в реальной ситуации.

	
	

	Пример 3.

Дисперсия количества детей
	На ( представлены данные Всероссийской переписи по количеству детей у женщин, проживающих в городе и на селе. В таблице показано, как посчитать дисперсию этого распределения для каждой из двух выборок. 
 ?  В какой из выборок дисперсия больше? Как это можно объяснить?

	
	

	Вычисление размаха и дисперсии по интервальной таблице
	При вычислении размаха по интервальной таблице частот следует взять разность правой границы самого последнего интервала и левой границы самого первого. 

При вычислении дисперсии вместо интервалов следует использовать их середины, т.е. полусуммы концов каждого интервала.

	
	

	Пример 4.

Разброс при измерении веса  портфелей
	Вернемся к примеру с портфелями первоклассников. Мы уже считали характеристики разброса по полученной выборке. Сделаем то же самое по таблице частот, в которой все данные сгруппированы в четыре интервала:

Масса портфеля

Абсолютная

частота

Относительная

частота

от 1 до 2 кг

6

0,3

от 2 до 3 кг

10

0,5

от 3 до 4 кг

3

0,15

от 4 до 5 кг

1

0,05

Размах, очевидно, равен 5 - 1 = 4. Для подсчета дисперсии дополним таблицу нужными столбцами (см. () и найдем: дисперсия – 0,6475, стандартное отклонение – 0,804674. Напомним, что точные значения размаха, дисперсии и стандартного отклонения составляют, соответственно, 3,15; 0,48561875; 0,696863509. Как видите, ошибка довольно большая и связана она, как и в случае со средними значениями, с заменой точных значений, полученных в выборке, на середины интервалов, в которые они попадают.  

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	При вычислении дисперсии по таблице частот нужно найти для каждого значения  ?  отклонения от среднего, умножить его на  ?  частоту, а затем сложить все полученные величины.

	
	

	Вопрос №2

	При вычислении дисперсии по интервальной таблице частот вместо интервалов следует использовать их  ? . 

	
	

	Вопрос №3

	Найдите размах и дисперсию ряда, заданного таблицей относительных частот:

Значение

-1

0

1

Относительная частота

0,25

0,5

0,25



	
	

	Вопрос №4

	В течение года Лена получила следующие отметки за контрольные по алгебре: две «двойки», две «тройки», две «четверки» и две «пятерки». Найдите размах и дисперсию ее оценок.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	(
Задание №1
	В таблице приведены данные о возрастном составе участников школьного хора:

Возраст (лет)

7

8

9

10

11

12

13

14

15

Число участников

3

6

5

1

2

3

2

2

1

Найдите его размах, дисперсию и стандартное отклонение.

	
	

	(
Задание №2
	В таблице приведены данные о росте участников легкоатлетических соревнований:

Рост (см)

[160;165)

[165;170)

[170;175)

[175;180)

[180;185)

[185;190)

Число участников

5

12

19

25

10

7

Найдите его размах, дисперсию и стандартное отклонение.

	
	

	(
Задание №3
	Президент компании "Альфа" получает зарплату 100 000 р. в месяц, пятеро его заместителей получают по 20 000 р., а 20 служащих - по 10 000 р. Президент компании "Бета" получает зарплату 200 000 р. в месяц, пятеро его заместителей получают по 50 000 р., а 20 служащих - по 9 000 р. 

Найдите среднюю зарплату, дисперсию и стандартное отклонение зарплат на каждом предприятии. Используйте для этого электронную таблицу MS Excel.

	
	

	(
Задание №4
	Вернемся к данным о количестве детей в семьях россиянок, участвовавших в последней переписи населения. Перед вами полигоны частот, построенные для распределения женщин по количеству детей в 9-ти возрастных группах. Попробуйте определить по виду полигонов, в какой возрастной группе дисперсия наибольшая, в какой наименьшая. Проверьте себя соответствующими вычислениями.

	
	

	(
Задание №5
	В таблице приведены официальные данные ГКС о распределении населения России по уровню доходов с 2002 по 2006 год. Найдите по этим данным, как за этот период изменялись за это время дисперсия и стандартное отклонение доходов среднестатистического россиянина.

	
	

	(
Задание №6
	Одним из электронных журналов был проведен опрос, в котором каждый подписчик должен был указать название своего любимого Web-сайта и свой месячный доход. В результате была получена таблица, представленная ниже. Определите сайты, для которых характерны самый однородный и самый неоднородный по денежным доходам состав посетителей.

	
	

	(
Задание №7
	В таблице содержатся статистические данные о возрасте женщин, ставших матерями в г. Москве в течение 2002 года с разделением их по округам. Найдите по эти данным самый однородный и самый неоднородный по возрасту округ.

	
	

	(
Задание №8
	Перед вами данные Росстата о возрастном составе населения России с 2001 по 2004 годы. Выясните, как за этот период изменялся средний возраст населения и его дисперсия. Видна ли какая-то тенденция? Постройте соответствующие гистограммы частот и сравните их между собой.

	
	

	
Задание №9
	Докажите, что для любого числового ряда стандартное отклонение не больше, чем его размах.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ЦЕНЫ НА АВТОМОБИЛИ
	Выберите любую популярную модель автомобиля и с помощью сети Интернет получите выборки по ценам на эту модель на российском и зарубежных рынках. Найдите средние характеристики этих выборок и характеристики разброса. Сравните их между собой. Где средняя цена выше?  Где выше разброс цен? Как вы думаете, почему?
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� Вы скажете, что после изучения темы 3 готовы ответить на этот вопрос и без проведения опытов – и будете правы – но только для правильных кубиков! А если в одном из кубиков находится дробинка, смещенная от центра?
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