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Структура учебника
Данный учебник является неотъемлемой частью инновационного учебно-методического комплекса (ИУМК) «Вероятность и статистика в школьном курсе математики». Помимо учебника, ИУМК включает в себя методическое пособие для учителя и электронный компакт-диск с цифровой составляющей комплекса.  

Учебник имеет модульную структуру. Как обычно, он делится на главы и параграфы, а внутри каждой главы – на смысловые модули: теоретические сведения, примеры, тесты и задания практикума. В некоторых параграфах предусмотрены исследовательские работы и вероятностные игры. Структура диска, в целом, повторяет структуру учебника.

В начале каждого параграфа приведен краткий список его основных модулей.

Обозначения
Для понимания связей между бумажной и электронной составляющей в учебнике использованы специальные условные обозначения – пиктограммы:

	(
	Материал требует обязательного обращения к компьютеру с установленным на нем компакт-диском

	
	Задание выполняется с использованием классной локальной сети

	
	Материал требует подключения к сети Интернет

	
	Задание не предусматривает использования компьютера и полностью выполняется на бумаге


В тексте примеров и заданий ссылки на диск обозначаются специальным значком (, на коллективную панель данных – значком .

Знак  ?  используется для того, чтобы отметить в теоретических сведениях или примерах вопросы, возникающие по ходу изложения основного материла. Над ними стоит задуматься, хотя отвечать на них необязательно. 

Знак  !  отмечает те места в изложении материала, где нужно отложить учебник и обратиться к компьютеру для выполнения каких-то действий.
Глава 6
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Комбинаторика
Комбинат, комбинационный стиль, «великий комбинатор» - во всех этих словах общий латинский корень combino – соединяю. Комбинаторика – наука о всевозможных видах и способах соединения отдельных элементов между собой. Комбинат соединяет в себе разные виды производств, шахматист пытается выстроить красивую комбинацию из ходов шахматными фигурами, «великий комбинатор» проводил виртуозные аферы, соединяя свои гениальные идеи и знание жизни со слабостями и пороками окружающих его людей. Математике, в отличие от других наук, безразлично, какие именно элементы нужно соединять между собой. Ее интересуют общие закономерности, присущие всем таким комбинациям. Этими закономерностями мы и займемся в этой главе, не забывая при этом о том, что главная наша цель – найти применение всем полученным знаниям при вычислении вероятностей. 

6.1. Перечисление комбинаций

Комбинация

Пример 1. С учетом и без учета порядка

Кодирование комбинаций

Пример 2. Слова вместо рисунков

Лексикографический порядок

Пример 3. Азбука Морзе

Кто следующий?

Дерево комбинаций

Пример 4. Как рисуют дерево

Пример 5. Три кубика

Пример 6. Выход в финал

Пример 7. Шифр на подъезде

Пример 8. Задача Эйлера

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Комбинация
	Слово комбинация происходит от латинского combino – соединяю. Действительно, при получении любой комбинации мы составляем ее из отдельных элементов, последовательно соединяя их друг с другом. С этой точки зрения число – это комбинация цифр, слово – это комбинация букв, меню – комбинация блюд и т.д. 

При получении комбинации мы прежде всего выбираем, какие элементы в нее войдут, а затем располагаем их в определенном порядке. Иногда сам порядок элементов в комбинации не имеет значения, а иногда наоборот – комбинации отличаются друг от друга только порядком.

	(
Пример 1.

С учетом и без учета порядка
	Купленный в цветочном магазине букет – пример комбинации, в которой порядок элементов (т.е. выбранных вами цветов) не имеет значения. 
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Комбинируя друг с другом три цветные полоски – белую, красную и синюю - можно получить шесть разных флагов:
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Эти комбинации (т.е. флаги) отличаются друг от друга только порядком следования элементов.

 ?  Какой из них является Государственным Флагом России? 

	
	

	Кодирование комбинаций
	Кодированием называют любой удобный способ представления информации. Чаще всего для кодирования используют буквы или цифры, реже – другие символы. Кодирование позволят записать любую комбинацию просто и компактно.

	(
Пример 2.

Слова вместо рисунков
	Если закодировать каждую из трех цветных полосок соответствующей буквой (Б – белая, К – красная, С – синяя), то вместо шести флагов получатся шесть «слов»:

БКС, БСК, КБС, КСБ, СБК, СКБ.

	
	

	Лексико-графический порядок
	Одна из важных задач комбинаторики – перечисление всех комбинаций заданного вида. Пока таких комбинаций немного, в их перечислении помогает обычная интуиция и здравый смысл – именно они помогли нам нарисовать все возможные флаги из трех полос.

Но если комбинаций много, то для их перечисления нужна какая-то система, алгоритм, которые бы позволили перечислить одна за одной все комбинации, не упуская при этом ни одной и не повторяясь. Одной из таких систем является перечисление комбинаций в лексикографическом порядке. Именно так упорядочиваются слова в словаре – по алфавиту: сначала по первым буквам, если первые совпадают, то по вторым и т.д. Точно так же можно упорядочить любые комбинации – достаточно ввести порядок на самих элементах, из которых комбинация составляется. 

	(
Пример 3.

Азбука Морзе
	В примере с флагами их коды были выписаны в лексикографическом порядке. А вот пример, в котором упорядочиваются комбинации разной длины – последовательности точек и тире длины не более двух (при этом мы договариваемся, что точка «меньше» тире):

· , ·· , ·­ , ­ , ­· , ­­

Многие из вас, наверное, слышали, что такими комбинациями в азбуке Морзе кодируются обычные буквы. В частности, здесь приведены коды букв

E, I, A, T, N, M
для латинского алфавита или 

Е, И, А, Т, Н, М

для русского. 

 ?   Объясните, почему именно так расположились перечисленные комбинации.

	
	

	Кто следующий?
	При перечислении комбинаций в лексикографическом порядке нужно решить две проблемы:

· построить самую первую комбинацию, которая меньше всех остальных;

· научиться строить по любой комбинации непосредственно следующую за ней.

	
	

	Дерево комбинаций
	Перечислить все комбинации можно при помощи дерева комбинаций. Для удобства такое дерево рисуют обычно «лежащим на земле» - слева корень, а вправо от него отходят ветки. Каждой ветке соответствует выбор очередного элемента комбинации.

	(
Пример 4.

Как рисуют дерево
	Покажем, как нарисовать такое дерево для примера с флагами. Сначала рисуем корень (его обычно обозначают «*»). Для каждого элемента, который можно взять в комбинацию первым, от корня отходит ветка:
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Теперь для каждой из этих веток рисуем ветки, соответствующие возможным  выборам второго элемента:
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Ну а теперь – выбору третьего:
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	(
Пример 5.
Три кубика
	Какие комбинации могут выпасть при подбрасывании трех кубиков?

В этом примере кодирование вполне естественно и не представляет труда: каждая комбинация может быть представлена тройкой чисел, каждое из которых лежит в диапазоне от 1 до 6, например: (2, 1, 5). 

Заметим, что числа в тройке могут совпадать: (3, 6, 3) или даже (1, 1, 1).

Если различать все три кубика, то порядок чисел в тройке будет существенным: тройки (1, 3, 4) и (3, 1, 4) соответствуют разным комбинациям.

	
	

	(
Пример 6.

Выход в финал
	В групповом турнире чемпионата Европы по футболу 2008 года Россия играет с командами Англии, Андорры, Израиля, Македонии, Хорватии, Эстонии. Команды, занявшие первые два места, выходят в финальную часть чемпионата. Какие возможны варианты? 

Сначала договоримся, как мы будем обозначать (т.е. кодировать) сами команды. Для этого можно использовать первые буквы их названий: А, А, И, М, Р, Х, Э. Но тогда Англию нельзя будет отличить от Андорры, поэтому договоримся обозначать Андорру какой-нибудь другой буквой, например Н: А, Н, И, М, Р, Х, Э.

Теперь каждая интересующая нас комбинация кодируется словом из двух букв, например «АН» означает, что первое место в группе заняла сборная Англии, а второе – сборная Андорры.

Можно обозначить команды числами от 1 до 7. Тогда каждая комбинация будет кодироваться двузначным числом. Код «12» будет обозначать то же самое, что и «АН»  в предыдущем варианте кодирования.

	
	

	(
Пример 7.

Шифр на подъезде
	Многим из вас знаком кодовый замок, который часто можно встретить на подъездах домов: на нем десять кнопок с цифрами от 0 до 9, а открывается он нажатием на определенные три кнопки. Какие возможны шифры?

Очевидно, что любой шифр представляет собой три цифры, например: (3, 5, 7). 

На первый взгляд, это напоминает комбинации в примере с тремя кубиками, - но только на первый! Отличий здесь гораздо больше:

· цифры меняются в другом диапазоне (от 0 до 9);

· цифры не могут повторяться;

· порядок цифр не имеет значения.

Как учесть последнее отличие при кодировании комбинаций? Договоримся в этом случае выписывать элементы комбинации по возрастанию и заключать всю комбинацию в квадратные скобки, например: [4, 8, 9].

	
	

	(
Пример 8.

Задача Эйлера
	Эта задача уже неоднократно встречалась ранее. Как закодировать все способы, которыми три человека могут надеть три шляпы? Обозначим этих людей буквами A, B, C, а их шляпы цифрами 1, 2, 3. Тогда каждый способ можно представить, например, так: (A-3, B-1, C-2). 

Если немного подумать, то код можно упростить – ведь буквы A, B, C в каждой комбинации излишни: мы и так знаем, что первая цифра соответствует букве A, вторая букве B, третья – букве C: (3, 1, 2).

	
	

	
	ТЕСТЫ

	Вопрос №1

	Для удобного и компактного представления комбинаций используется  ?  их элементов.

	
	

	Вопрос №2

	В каком из приведенных ниже примеров комбинации перечислены в лексикографическом порядке?

· 123, 321, 132, 231, 213, 312;

· АА, АБ, БА, ББ;

· 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22;

· АА, ББ, АБ, БА.

	
	

	Вопрос №3

	Как называется рисунок, на котором перечислены все возможные комбинации? 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Регулярное сообщение между Калугой и Москвой поддерживают скоростной поезд-экспресс, автобус и электричка. Кроме того, из Калуги в Москву можно заказать такси. Вова должен съездить в Москву и вернуться обратно. При этом возвращаться на электричке он не хочет. Постройте все возможные варианты такой поездки.

	
	

	(
Задание №2
	Постройте все «слова», которые можно получить из слова ТОК перестановками его букв. Сколько из них имеет смысл?

	
	

	(
Задание №3
	Алфавит племени «мумбо-юмбо» состоит всего из пяти букв: Б, М, О, У, Ю, а имена жителей этого племени – любые двухбуквенные слова. Постройте все такие имена. 

	
	

	(
Задание №4
	Вы, наверное, знаете, что в информатике очень популярно так называемое двоичное кодирование, в котором используются только две цифры - 0 и 1. Постройте все двоичные коды длины 4. 

Замечание: в отличие от числа, код может начинаться и с нуля. 

	
	

	(
Задание №5
	В номерах российских автомобилей записываются подряд буква, три цифры и еще две буквы. При этом разрешается использовать только буквы АВЕКМНОРСТУХ, поскольку они совпадают по начертанию с буквами латинского алфавита.

Оля оставила в такси сумку и запомнила только, что номер содержал буквы B, E, K и цифры 2, 3, 5. Порядок их следования она не запомнила. Постройте все такие номера.

	
	

	(
Задание №6
	В столовой имеется два первых блюда, три вторых и четыре третьих. Сколько возможных обедов из трех блюд можно составить в столовой?

	
	

	(
Задание №7*
	На очередном огневом рубеже биатлонисту дается пять патронов, которыми он должен поразить три мишени. Составьте все возможные сценарии такой стрельбы. Во скольких из них биатлонисту придется бежать штрафные круги?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ПЕРЕБОР С ОТХОДОМ НАЗАД
	Так называется метод, с помощью которого можно значительно ускорить перебор комбинаций при поиске нужного решения. Попробуйте найти описание этого метода в сети Интернет и решить с его помощью такую комбинаторную задачу: расставить на шахматной доске 8 ферзей так, чтобы они не били другу друга.

	
	


6.2. Правила умножения и сложения

Подсчет комбинаций

Правило умножения. Пример 1. Выход в финал

Правило умножения в общем случае

Правило умножения и дерево вариантов

Пример 2. Три кубика

Пример 3. Задача Эйлера

Пример 4. Когда правило умножения не работает. 

Правило сложения. 

Пример 5. Азбука Морзе

Пример 6. Места рядом

Правило вычитания

Пример 7. Хотя бы один ноль

Пример 8. Места не рядом

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Подсчет комбинаций
	Главная задача комбинаторики – подсчет числа комбинаций. Как вы увидите дальше, именно такой подсчет играет решающую роль при вычислении вероятностей в очень широком круге задач.

Разумеется, самый простой способ подсчета, который мы уже использовали на предыдущем уроке – это перечисление.  Но он далеко не всегда применим, ведь количество комбинаций может исчисляться миллионами. 

Здесь на помощь приходят несколько замечательных комбинаторных правил, которые позволят подсчитать количество комбинаций без их прямого перечисления, с помощью простейших арифметических операций.

	Правило умножения
	Важнейшим из них является правило умножения, которое мы сформулируем для начала в простейшем случае – для комбинаций из двух элементов (т.е. попросту говоря, пар): если первый элемент в комбинации можно выбрать 
[image: image14.wmf]a

способами, после чего второй элемент — 
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 способами, то общее число комбинаций из двух элементов будет 
[image: image16.wmf]b
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	(
Пример 1.

Выход в финал
	Применим сформулированное правило к примеру с выходом двух команд в финал. Напомним, что в отборочной группе играет 7 команд, которые мы обозначили (закодировали) буквами А, Н, И, М, Р, Х, Э. Две из них, занявшие первое и второе места, выходят в финал. Сколько всего разных вариантов распределения этих двух мест? 

На первом месте может оказаться любая из семи команд (мы сейчас не говорим об их реальных шансах на это место!) – 7 вариантов, после чего на втором месте – любая из шести оставшихся  (та, что оказалась на первом, второе место занять уже не может) – 6 вариантов. Значит, всего таких вариантов по правилу умножения будет
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	Правило умножения в общем случае
	Вернемся теперь к правилу умножения и сформулируем его еще раз уже в общем виде: если нам нужно сформировать комбинацию из 
[image: image18.wmf]k

 элементов и при этом первый элемент в комбинации можно выбрать 
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 способами, после чего второй элемент – 
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 способами, после чего третий – 
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 способами и так далее, то всего таких комбинаций будет 
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	Правило умножения и дерево вариантов
	Правило умножения легко понять, если посмотреть на дерево вариантов: если от корня этого дерева идет 
[image: image23.wmf]1

n

 веток (первый уровень), от каждой из этих веток – по 
[image: image24.wmf]2

n

 веток (второй уровень), от каждой из них, в свою очередь, – по 
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 веток и так далее, то листьев (т.е. окончаний) у этого дерева будет 
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. А ведь каждый такой лист как раз и завершает соответствующую ему комбинацию!

	
	

	(
Пример 2.

Три кубика
	Мы уже перечисляли все комбинации, которые могут выпасть при подбрасывании трех кубиков, на предыдущем уроке. Как посчитать их без явного перечисления?
На первом кубике может выпасть любое из шести чисел – 6 вариантов, после чего на втором – также любое из шести – 6 вариантов, и, наконец, на третьем – снова любое из шести – 6 вариантов. Значит, всего таких вариантов по правилу умножения будет
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	(
Пример 3.

Задача Эйлера
	Применим правило умножения к задаче Эйлера о шляпах. Первый человек может надеть любую из трех шляп (3 варианта), после чего второй – любую из двух оставшихся (2 варианта). Третьему не остается выбора – приходится надеть оставшуюся шляпу (1 вариант). Значит, всего таких вариантов по правилу умножения будет
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	(
Пример 4.

Когда правило умножения не работает
	Но бывают комбинации, в которых после выбора первого элемента нельзя однозначно сказать, сколькими способами можно выбрать второй элемент – это зависит от того, какой именно объект был выбран первым. Рассмотрим такую ситуацию на примере.

Подсчитаем количество двузначных чисел, которые можно составить из цифр 1, 2, 3 так, чтобы первая цифра была меньше второй. На первое место цифру можно выбрать тремя способами, а вот на второе место после этого:

· двумя способами, если первой цифрой была выбрана 1;

· одним способом, если 2;

· нулем способов, если 3.

В этом примере интересно рассмотреть дерево вариантов: оно хорошо объясняет, почему правило умножения здесь не работает:
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На одном и том же уровне от веток отходит разное количество ветвей, поэтому количество листьев уже нельзя посчитать простым умножением. Приходится «расщеплять» дерево на отдельные куски, и считать количество в каждом из них отдельно, а затем складывать.

	
	

	Правило сложения
	Так мы приходим к очень простой, но чрезвычайно полезной на практике идее – так называемому, комбинаторному правилу сложения: нужно разбить все комбинации на непересекающиеся классы, подсчитать количество комбинаций в каждом из них (например, по правилу умножения), а затем сложить. Правило кажется настолько простым и очевидным, что его даже неудобно называть правилом. Однако использование этой простой идеи «разделяй (на классы) и властвуй» оказывается чрезвычайно полезным при решении задач.

	(
Пример 5.

Азбука Морзе
	Посчитаем с помощью правила сложения количество слов в азбуке Морзе, длина которых не превышает четырех символов. Для подсчета разделим все такие слова на четыре класса: длины 1, 2, 3 и 4 символа. Посчитаем количество слов в каждом классе:

· длины 1 – 2 слова;

· длины 2 – 
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· длины 3 – 
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· длины 4 – 
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 слов.

Сложим все эти количества и получим ответ: 
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	(
Пример 6.

Места рядом
	Семья из шести человек – папа, мама и четверо детей – пришли в кинотеатр. Все их места расположены вместе в одном ряду. Сколькими способами они могут сесть так, чтобы папа и мама сидели рядом?

Первый из шести человек может сесть на место шестью разными способами, второй – … неизвестно. Это зависит от того, кем был этот первый (один из родителей или ребенок) и на какое место он сел (в середине или на край). Первую зависимость легко преодолеть: будем сажать первой маму, затем – папу, потом детей. Но и в этом случае неопределенность останется: количество вариантов для папы будет зависеть от того, куда села мама. 

Вот здесь мы и применим правило сложения. Рассмотрим два случая: мама села на крайнее место (2 способа), мама села не на край (4 способа). В первом случае у папы остается один вариант сесть рядом с ней, во втором – два варианта. У садящихся следом за ним четверых детей остается (последовательно) 4, 3, 2 и 1 вариант. Применяя правило сложения, находим количество вариантов в каждом из этих двух случаях, а затем складываем эти количества:

1-й случай: 
[image: image34.wmf]48
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2-й случай: 
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всего: 
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	Правило вычитания
	Раз уж появились комбинаторные правила умножения и сложения, естественно ожидать, что есть аналогичные правила с делением и вычитанием. Это действительно так, хотя их не всегда формулируют в таком явном виде, как два первых. Это скорее не правила, а некоторые общие принципы для подсчета комбинаций. 

Итак, правило вычитания: при подсчете комбинаций, обладающих заданным свойством, иногда проще найти количество комбинаций, которые этим свойством НЕ обладают, и вычесть его из общего количества комбинаций.

	(
Пример 7.

Хотя бы один ноль
	Сколько пятизначных чисел содержат в своей записи хотя бы один ноль? Если отвечать на этот вопрос «в лоб», то, скорее всего, придется применить правило сложения: ведь «хотя бы один» означает в нашей задаче 1, 2, 3, 4 или 5 нулей. После этого придется посчитать количество чисел в каждом из этих классов (это не очень простая задача), а затем сложить эти количества.

К счастью, есть более экономичный способ решения. Найдем количество пятизначных чисел, в которых нет ни одного нуля: на первом месте в таком числе может стоять любая цифра от 1 до 9 (9 вариантов), на втором – тоже 9 вариантов и т.д. Всего по правилу умножения будет 
[image: image37.wmf]59049

9

9

9

9

9

=

´

´

´

´

 таких чисел. Пользуясь тем же правилом,  найдем количество всех пятизначных чисел: 
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. Теперь можно найти ответ по правилу вычитания:
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Отметим, что слова «хотя бы один», встретившиеся в условии задачи, очень часто являются своеобразным указанием на то, что нужно использовать правило вычитания и решать противоположную задачу.

	
	

	(
Пример 8.

Места не рядом
	Вернемся к нашей семье из шести человек, пришедшей в кино. А сколькими способами они могут сесть так, чтобы папа и мама сидели не вместе? Для ответа остается посчитать общее количество вариантов, которыми вся семья может занять свои шесть мест: 
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. Теперь, используя результат, полученный в примере 6, и правило вычитания, получаем ответ:
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Если первый элемент в комбинации можно выбрать a способами, после чего второй элемент – b способами, то всего комбинаций возможно 

· a ∙ b;

· a + b;

· a : b;

· a – b.

	
	

	Вопрос №2

	Если элемент А можно выбрать а способами, а другой элемент B – другими b способами, то способов выбрать один из этих элементов А или B будет

· a ∙ b;

· a + b;

· a : b;

· a – b.

	
	

	Вопрос №3

	Если известно общее число комбинаций и известно, сколько из них не обладают некоторым заданным свойством, то число комбинаций, которые этим свойством обладают, можно найти с помощью

· правила произведения;

· правила суммы;

· правила вычитания;

· правила деления.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	В ресторане имеется 8 первых блюд, 10 вторых и 7 третьих. Сколько возможных обедов из трех блюд можно составить в ресторане?

	
	

	(
Задание №2
	На вершину горы ведут 7 дорог. Сколькими способами турист может подняться на гору и спуститься с нее? Сколько из них таких, где прямая и обратная дороги не совпадают?


	
	

	(
Задание №3
	В номерах российских автомобилей записываются подряд буква, три цифры и еще две буквы. При этом разрешается использовать только буквы АВЕКМНОРСТУХ, поскольку они совпадают по начертанию с буквами латинского алфавита.

Сколько всего таких номеров можно образовать?

	
	

	(
Задание №4
	В автомобиле пять мест. Сколькими способами пять человек могут занять в ней места для путешествия, если водить машину могут только трое из них?

	
	

	(
Задание №5
	В компьютере каждый символ (буква, цифра, любой специальный знак) кодируется последовательностью из восьми нулей и единиц, например:

· 01000110 – код буквы «F»;

· 00110010 – код цифры «2» и т.д.

Сколько различных символов можно закодировать таким образом? Другими словами, сколько существует различных двоичных кодов длины 8?

	
	

	(
Задание №6
	Алфавит племени «мумбо-юмбо» состоит из пяти букв: Б, М, О, У, Ю. Сколько слов длины 5 можно образовать в их языке? Сколько слов длины не более 5?

	
	

	(
Задание №7
	Сколько различных слов (не обязательно осмысленных) можно образовать, если переставлять между собой буквы слова «МЫСЛЬ»? «СМЫСЛ»?

	
	

	(
Задание №8
	После хоккейного матча каждый игрок одной команды пожал руку каждому игроку другой. Сколько всего игроков присутствовало на площадке, если было совершено 323 рукопожатия?

	
	

	(
Задание №9*
	Сколькими способами можно выбрать на шахматной доске две различные клетки так, чтобы из одной в другую можно было попасть ходом а) ладьи; б) слона?

	
	

	(
Задание №10*
	Сколько пятизначных чисел, в которых хотя бы какие-то соседние цифры совпадают?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ДЛИННАЯ АРИФМЕТИКА
	Так называют специальный раздел программирования, в котором изучаются вычислительные алгоритмы, позволяющие оперировать с очень длинными числами, содержащими сотни и даже тысячи знаков. При подсчете комбинаций, вы могли убедиться, что в комбинаторике это не такая уж большая редкость.

Если вы владеете основами программирования, напишите программу, которая позволяет точно (без округлений) выполнять арифметические операции над целыми числами, содержащими любое количество знаков. Попробуйте начать с программы, которая найдет произведение всех натуральных чисел от 1 до 100. 

Заметим, что это произведение нетрудно найти с помощью знакомого вам MS Excel, который даст следующий результат:
9,3326E+157, т.е. 9,3326 ( 10157.

Но этот результат округлен до 5-ти значащих цифр. С помощью встроенного в MS Windows калькулятора можно найти боле точное значение этого произведения, но и оно будет округлено (до 32-х значащих цифр):

9,3326215443944152681699238856267e+157.

А нам нужен точный результат!


6.3. Перестановки и размещения

Перестановки. Пример 1. Задача Эйлера

Количество перестановок

Факториал. Рост факториала

Пример 2. Перестановки букв

Размещения. Пример 3. Распределение призов

Количество размещений  

Снова факториалы

Пример 4. Выход в финал

Слова или размещения с повторениями. Пример 5. Слова в алфавите
Количество размещений с повторениями

Пример 6. Три кубика

Пример 7. Двоичные коды

Перестановки с повторениями. Пример 8. ABBA

Количество перестановок с повторениями

Количество перестановок с повторениями (общий случай)

Пример 9. Перестановки букв в слове

Пример 10. Красные, желтые, зеленые

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	На этом уроке мы попытаемся как-то классифицировать, разбить на типы те комбинации, с которыми вы уже сталкивались в примерах и задачах.

	Перестановки
	Во многих предыдущих задачах мы встречались с такой ситуацией: даны 
[image: image42.wmf]N

 объектов; нужно составить из них все возможные комбинации, переставляя их между собой. Такие комбинации называются перестановками из 
[image: image43.wmf]N

 элементов. 

Перестановки отличаются друг от друга только порядком расположения элементов.

	(
Пример 1.

Задача Эйлера
	Вернемся еще раз к знакомой задаче о шляпах: перечислить все способы, которыми три человека могут надеть три шляпы. Каждый такой способ можно считать перестановкой из трех шляп или трех чисел 1, 2, 3 (если закодировать шляпы числами):

123, 132, 213, 231, 312, 321.

	
	

	Количество перестановок 
[image: image44.wmf]N
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	Количество перестановок легко найти с помощью правила умножения: на первое место мы можем поставить любой из 
[image: image45.wmf]N

имеющихся элементов, после чего на второе – любой из 
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 оставшихся, на третье – любой из 
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 оставшихся и так далее до последнего элемента. Общее количество перестановок, которое в математике обозначают 
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	Факториал
	Полученное выражение представляет собой произведение всех натуральных чисел от 1 до 
[image: image50.wmf]N

. В математике это произведение называется факториалом числа 
[image: image51.wmf]N

 и обозначается 
[image: image52.wmf]!
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 (читается «эн факториал»).
Заметим, что 1!=1. Интересно, что для удобства (вы оцените его чуть позже) полагают и 0!=1.

	Рост факториала
	Отметим одну важную особенность этой замечательной функции – ее быстрый рост. Приведем для примера несколько значений факториала для возрастающих значений 
[image: image53.wmf]N
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Пример 2.

Перестановки букв
	Дано слово РОСТ. Нужно получить слова, которые можно получить из него всевозможными перестановками букв. Каждое такое слово будет перестановкой из четырех заданных букв. Всего таких перестановок будет 4!=24.

	
	

	Размещения
	Итак, чтобы получить перестановку из 
[image: image54.wmf]N

 элементов нужно расставить эти 
[image: image55.wmf]N

элементов на 
[image: image56.wmf]N

 мест.  В комбинаторике встречается и более общий случай: число элементов 
[image: image57.wmf]N

 и число мест 
[image: image58.wmf]k

 не совпадают (при этом 
[image: image59.wmf]N
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). Нужно выбрать из этих 
[image: image60.wmf]N

 элементов любые 
[image: image61.wmf]k

 и расставить их на 
[image: image62.wmf]k

 мест. Такие комбинации называются размещениями из 
[image: image63.wmf]N

 по 
[image: image64.wmf]k

. 

Размещения могут отличаться друг от друга как составом элементов, выбранных в комбинацию, так и их расположением.  

	(
Пример 3.

Распределение призов
	Коля, Оля, Артем и Наташа должны с помощью жребия распределить между собой два выигранных в конкурсе приза:  мобильный телефон и MP3-плеер. Каждый исход такого жребия – это размещение из четырех по два. В самом деле, мы должны выбрать из четырех человек тех двоих, кто получит призы, а затем решить, кто из них заберет телефон, а кто – плеер. Все такие размещения несложно закодировать и выписать:

КО, ОК, КА, АК, КН, НК, ОА, АО, ОН, НО, АН, НА.

Первый человек в каждой такой паре получает телефон, второй – плеер (скажем, АК означает, что Артем получает телефон, а Коля – плеер).

	
	

	Количество размещений 
[image: image65.wmf]k
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	Как и для перестановок, количество размещений можно найти по правилу умножения: на первое место мы можем поставить любой из 
[image: image66.wmf]N

имеющихся элементов, после чего на второе – любой из 
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 оставшихся, на третье – любой из 
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 оставшихся и так далее, пока не заполнятся все 
[image: image69.wmf]k

 мест.  Какой же множитель будет последним в этом произведении? Чтобы общее количество сомножителей в произведении убывающих чисел
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было равно 
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, последний сомножитель должен равняться 
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. Таким образом, количество размещений из 
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 по 
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, которое принято обозначать 
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 (читается – «а из эн по ка»), можно найти по формуле
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Чтобы формула стала более понятной, выпишем ее для различных значений 
[image: image77.wmf]k
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Последнее равенство лишний раз напоминает о  том, что размещение из 
[image: image83.wmf]N

 по 
[image: image84.wmf]N

 есть не что иное, как перестановка из 
[image: image85.wmf]N

 элементов. И еще интересное наблюдение: размещений из 
[image: image86.wmf]N

 по 
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 столько же, сколько из 
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 по 
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 ?  Подумайте, почему так получилось.

	Снова факториалы
	Полученное выражение для 
[image: image90.wmf]k
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 можно записать более компактно, если использовать введенное выше понятие факториала:
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Доказать эту формулу несложно: распишем оба факториала в виде произведений и сократим у них общие множители:
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что и требовалось доказать.
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Пример 4.

Выход в финал
	Вернемся к примеру с чемпионатом Европы по футболу. Напомним, что для группы, в которой играют команды А, Н, И, М, Р, Х, Э (именно так мы их закодировали) нужно найти все варианты распределения двух первых мест.

Каждый такой вариант – размещение из 7 по 2. Общее количество таких размещений - 
[image: image93.wmf]42
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	Слова или размещения с повторениями
	Еще одна типичная для комбинаторики ситуация: дан набор из 
[image: image94.wmf]N

 букв (цифр); нужно составить из них все возможные слова (числа) заданной длины 
[image: image95.wmf]k

. При этом буквы или цифры разрешается повторять (что вполне естественно при записи слов и чисел). 

Эти комбинации имеют в комбинаторике специальное название – размещения с повторениями из 
[image: image96.wmf]N

 по 
[image: image97.wmf]k

. С повторениями – потому что в любой комбинации элементы могут повторяться. Иногда эти комбинации называют словами длины 
[image: image98.wmf]k

 из алфавита, содержащего 
[image: image99.wmf]N

 символов.
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Пример 5.

Слова в алфавите
	Дан алфавит из четырех букв – A, B, C, D. Нужно составить из него все двухбуквенные «слова». Этими словами будут размещения с повторениями из четырех по два. Их несложно перечислить:

AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC, BD, CA, CB, CC, CD, DA, DB, DC, DD.

Обратите внимание, что в отличие от обычных размещений из четырех по два (см. пример 3), буквы здесь могут повторяться, поэтому количество комбинаций значительно больше.

	
	

	Количество размещений с повторениями 
[image: image100.wmf]k
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	Количество размещений с повторениями (обозначается 
[image: image101.wmf]k
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 ) легко подсчитать по правилу умножения: на первое место можем поставить любую из имеющихся 
[image: image102.wmf]N

 букв, на второе – снова любую из 
[image: image103.wmf]N

 букв (в том числе и ту, что уже использовали), на третье – опять любую из 
[image: image104.wmf]N

, и так далее до последней 
[image: image105.wmf]k

-ой буквы нашего слова:


[image: image106.wmf]k

k

N

N

N

N

N

A

=

´

´

´

=

...
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Пример 6.

Три кубика
	Вернемся к примеру, который был на одном из предыдущих уроков:  какие комбинации могут выпасть при подбрасывании трех кубиков?

Теперь мы можем сказать, что этими комбинациями будут все возможные размещения с повторениями из 6-ти по 3, а их количество - 
[image: image107.wmf]216
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Пример 7.

Двоичные коды
	Еще один знакомый вам пример: нужно перечислить все двоичные (т.е. состоящие из нулей и единиц) коды длины 4. 

Это будут размещения с повторениями из 2 по 4, а их количество - 
[image: image108.wmf]16
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	Перестановки с повторениями
	Наконец, последний тип комбинаций, который мы рассмотрим в этом параграфе – перестановки с повторениями. Они возникают в ситуации, когда нам нужно составить перестановки из 
[image: image109.wmf]N

 элементов, некоторые из которых одинаковые. 

Начнем со случая, когда эти 
[image: image110.wmf]N

 элементов делятся на 2 группы, внутри которых они неотличимы друг от друга. 

	
	

	(
Пример 8.

ABBA
	Пусть имеется 4 карточки, на которых написаны буквы A, A, B, B. Попробуем выписать все возможные «слова», которые можно получить из этих четырех карточек, выкладывая их в разном порядке. Обратите внимание, что эти комбинации

· во-первых, не будут перестановками, т.к. при перестановке букв A или букв B между собой слово не меняется;

· во-вторых, не будут размещениями с повторениями, т.к. количество букв A и букв B в слове равно количеству соответствующих карточек.

То, что мы получим, называется перестановками с повторениями:

AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA.

	
	

	Количество перестановок с повторениями (для 2-х групп)
	Пусть имеется 
[image: image111.wmf]N

 карточек, на 
[image: image112.wmf]k

 из которых написана буква A, а на остальных 
[image: image113.wmf]l

 карточках - буква B (разумеется, 
[image: image114.wmf])
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. Сколько разных слов можно составить, переставляя их между собой?

Если бы все карточки были разные, то каждое их расположение в ряд было бы перестановкой из 
[image: image115.wmf]N

 элементов, и всего таких расположений мы насчитали бы 
[image: image116.wmf]!
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 Поскольку карточки с буквами А (равно как и с буквой B)  выглядят для нас одинаковыми, то их перестановки между собой (A с A, B с B) не изменяют слова. Следовательно, при подсчете перестановок каждое слово (перестановка с повторениями) было посчитано столько раз, сколькими способами можно переставить 
[image: image117.wmf]k

 букв A между собой и 
[image: image118.wmf]l

 букв B между собой, т.е. 
[image: image119.wmf]!

!

l

k

´

 раз. Поделив 
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, получаем интересующее нас количество перестановок с повторениями:
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При доказательстве формулы мы воспользовались еще одним замечательным комбинаторным правилом: если при подсчете комбинаций каждая из них была посчитана 
[image: image123.wmf]m

 раз, то нужно поделить найденное количество на 
[image: image124.wmf]m

. Оно называется правилом деления. Правило очевидное, но очень полезное при выводе многих комбинаторных формул.

	Количество перестановок с повторениями (общий случай)
	Рассмотрим теперь общий случай перестановок с повторениями.  Пусть имеется 
[image: image125.wmf]N

 элементов, которые делятся на 
[image: image126.wmf]k

 групп по 
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 элементов в каждой, причем внутри одной группы элементы друг от друга неотличимы (разумеется, 
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). Общее число перестановок, которые можно отличить друг от друга, будет равно:
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Действительно, если бы все элементы были разными, то общее число перестановок было бы 
[image: image130.wmf]!
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. Какие же из них неотличимы друг от друга? Те, что отличаются перестановками элементов внутри каждой из групп. В первой группе элементы можно переставить 
[image: image131.wmf]!
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 способами, во второй - 
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 и так далее. Значит, каждая перестановка повторятся в нашем подсчете 
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 раз. Чтобы посчитать ее только один раз, нужно, по правилу деления, поделить 
[image: image134.wmf]!
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Пример 9.

Перестановки букв в слове
	Сколько различных слов можно получить, если переставлять буквы слов 

а) МЫЛО; б) РАМА; в) МАМА?

В первом слове все буквы различны, поэтому искомые комбинации – обычные перестановки, а их число – 
[image: image136.wmf]24

!

4

=

.

Во втором слове три различные буквы – Р, А, М. Первая встречается 1 раз, вторая – два, третья – один. Искомые комбинации – перестановки с повторениями, а их число - 
[image: image137.wmf]12
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В третьем слове две различные буквы – М и А. Каждая встречается по 2 раза. Искомые комбинации – перестановки с повторениями, а их число - 
[image: image138.wmf]6
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Пример 10.

Красные, желтые, зеленые
	Сколькими способами можно расположить в ряд 3 красных, 3 желтых и 3 зеленых шара?

Каждое такое расположение – перестановка с повторениями (шары одного цвета считаем неотличимыми друг от друга), поэтому общее число расположений будет 
[image: image139.wmf]1680
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Даны цифры 1, 2, 3. Любое число, составленное из этих цифр, – это 

· перестановка;

· размещение;

· размещение с повторениями;

· перестановка с повторениями.

	
	

	Вопрос №2

	Любое четырехбуквенное слово, в записи которого используются две буквы «М» и две буквы «А», – это

· перестановка;

· размещение;

· размещение с повторениями;

· перестановка с повторениями.

	
	

	Вопрос №3

	Размещение из N по N элементов называется

· перестановкой из N элементов;

· перестановкой с повторениями из N элементов;

· размещением с повторениями из N элементов.

	
	

	Вопрос №4

	Произведение всех натуральных чисел от 1 до заданного числа называется  ?  этого числа.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Сколькими способами 5 человек могут встать в очередь к билетной кассе? Как называется каждая такая комбинация в комбинаторике?

	
	

	(
Задание №2
	В чемпионате России по футболу участвуют 16 команд. Сколькими способами могут распределиться три призовых места? Как называется каждая такая комбинация в комбинаторике?

	
	

	(
Задание №3
	Алфавит племени «мумбо-юмбо» состоит из пяти букв: Б, М, О, У, Ю, а максимально допустимая длина слова равна 8. Сколько самых длинных слов может быть в языке этого племени? Как называется каждая такая комбинация в комбинаторике?

	
	

	(
Задание №4
	Сколько различных слов (не обязательно осмысленных) можно образовать, если переставлять между собой буквы слова «ГЕОМЕТРИЯ»? «ВЕРОЯТНОСТЬ»? «МАТЕМАТИКА»?

	
	

	(
Задание №5
	До самого последнего времени символы в компьютере кодировались восьмиразрядными двоичными кодами. Если вы решали задачу из предыдущего параграфа, то знаете, что таким образом можно было закодировать 256 различных символов (так называемая кодировка ASCII).

Это создавало неудобства при кодировании национальных алфавитов (например, русского), в каждом из которых встречалось большое количество  букв, отличающихся от букв латинского алфавита. Чтобы решить эту проблему, была предложена другая кодировка – Unicode, в которой кодов «хватает на всех». Сколько символов можно закодировать в этой кодировке, если она использует для кодирования не 8, а 16 двоичных разрядов?

	
	

	(
Задание №6
	В понедельник в 8 «А» классе должно быть 3 урока математики, 2 урока физики и 1 урок физкультуры. Сколькими способами можно составить расписание этих уроков?

	
	

	(
Задание №7
	Как известно, радуга состоит из 7-ми цветов. Сколько различных «радуг» можно составить из 7-ми цветов?  А сколько из них можно реально встретить в природе?  

	
	

	(
Задание №8
	Сколькими способами можно расставить на книжной полке собрание сочинений Диккенса, включающее 30 томов?

	
	

	(
Задание №9
	На книжную полку влезает только 8 любых томов из 30-томного собрания Диккенса. Сколькими способами можно заполнить этими томами такую полку?

	
	

	(
Задание №10
	Стая гусей из книги Сельмы Лагерлёф «Чудесное путешествие Нильса с дикими гусями» летит на зимовку из Швеции на юг. В пути стая все время перестраивается, чтобы лететь каждый раз в разном порядке. С каким интервалом времени они должны это делать, если в стае 8 гусей, вожак стаи Акка Кнебекайзе должна все время лететь первой, гусь Мартин – последним, а общее время перелета – 120 часов?

	
	

	(
Задание №11*
	Первого сентября в первый класс пришли 10 девочек и 10 мальчиков. Сколькими способами их можно посадить на 20 мест, если за каждой партой должны сидеть мальчик и девочка?

	
	

	(
Задание №12*
	Найдите количество нулей, на которые заканчивается число 100!

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ПЕРЕБОР ПЕРЕСТАНОВОК
	Попробуйте описать алгоритм, с помощью которого можно последовательно в лексикографическом порядке выписать друг за другом все возможные перестановки из чисел от 1 до 
[image: image140.wmf]N

. Если вы владеете каким-либо языком программирования, напишите соответствующую программу.


6.4. Сочетания

Сочетания. Пример 1. Билеты в кино

Количество сочетаний  

Пример 2. Выбор участников

Пример 3. Замок на подъезде

Пример 4. 6 из 36

Пример 5. 6 из 36 с двумя тузами

Перестановки с повторениями и сочетания

Свойства сочетаний

Треугольник Паскаля. Треугольные числа

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	
	Во всех комбинациях, рассмотренных на предыдущем уроке, был важен порядок, в котором элементы следуют в комбинации: перестановки вообще отличались между собой только порядком, а размещения – порядком и составом элементов. Теперь мы перейдем к рассмотрению еще одного типа комбинаций – сочетаниям. 

	Сочетания
	Сочетанием из 
[image: image141.wmf]N

 элементов по 
[image: image142.wmf]k

 называется комбинация, в которой из этих 
[image: image143.wmf]N

элементов выбраны любые 
[image: image144.wmf]k

 без учета их порядка в комбинации. Таким образом, для сочетания имеет значение только состав выбранной комбинации, а не порядок следования элементов. 
На языке теории множеств сочетание из 
[image: image145.wmf]N

 по 
[image: image146.wmf]k

  представляет собой не что иное, как 
[image: image147.wmf]k

-элементное подмножество 
[image: image148.wmf]N

-элементного множества.

	
	

	(
Пример 1.

Билеты в кино
	Коля, Оля, Артем и Наташа разыгрывают по жребию два билета в кино.  Элементарными исходами этого опыта будут все возможные комбинации, в которые входят любые два человека из четырех перечисленных. При этом их порядок в комбинации не имеет значения:

КО, КА, КН, ОА, ОН, АН

(мы обозначили каждого человека первой буквой его имени). Это сочетания из четырех по два.

	
	

	Количество сочетаний 
[image: image149.wmf]k
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	Чтобы найти общее количество сочетаний, мы снова обратимся к правилу деления. Чем отличаются друг от друга размещения? Составом выбранных элементов и их порядком в комбинации. Чем отличаются друг от друга сочетания? Только составом. Значит, каждому сочетанию соответствует ровно 
[image: image150.wmf]!

k

 размещений с тем же составом (ведь упорядочить 
[image: image151.wmf]k

 элементов можно 
[image: image152.wmf]!

k

 способами). Поэтому, чтобы найти количество сочетаний, которое принято обозначать 
[image: image153.wmf]k
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 (читается – «цэ из эн по ка»), нужно поделить количество размещений 
[image: image154.wmf]k
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 на 
[image: image155.wmf]!

k

 (при подсчете размещений мы считали каждое сочетание 
[image: image156.wmf]!
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 раз):
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	(
Пример 2.

Выбор участников
	Из класса, в котором учится 25 учеников, нужно выбрать троих для участия в школьной олимпиаде. Сколькими способами можно это сделать?
Поскольку при любом нашем выборе имеет значение только состав выбранной тройки учеников, то каждый вариант выбора – это сочетание из 25-ти по 3, а их общее количество - 
[image: image158.wmf]2300
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	(
Пример 3.

Замок на подъезде
	Вернемся к примеру с замком, который открывается нажатием на определенные три кнопки из десяти. Поскольку порядок нажатия кнопок не имеет значения (точнее, они вообще должны нажиматься одновременно), то каждый возможный шифр замка представляет собой сочетание из 10-ти по 3. Общее количество таких шифров будет 
[image: image159.wmf]120
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	(
Пример 4.

6 из 36
	Теория вероятностей, как известно, родилась из азартных игр, поэтому иногда мы будем обращаться к примерам, в которых «источником случая» будет обыкновенная колода карт.

Многим из вас, наверное, известна карточная игра «в дурака». В начале этой игры колода из 36-ти карт тщательно перемешивается, а затем каждому игроку раздается по 6 карт. Спрашивается, сколько существует различных вариантов получения 6 карт перед началом игры у одного игрока?

Каждый такой вариант – это сочетание из 36 по 6 (карты хотя и выдаются по порядку, друг за другом, но для дальнейшей игры этот порядок не имеет значения). Общее количество вариантов –
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Обратите внимание, что при подсчете последней дроби выгоднее не вычислять отдельно числитель и знаменатель, а сразу найти, на что можно их сократить (тем более, что в ответе, как мы знаем, обязательно должно получиться целое число).

	(
Пример 5.

6 из 36 с двумя тузами
	Предположим, нас интересуют не все варианты получения шести карт перед началом игры, а только такие, при которых среди этих карт есть два туза. Как посчитать такие варианты? Это уже не все возможные сочетания из 36 по 6, а только такие, в которых из 6-ти выбранных карт 2 туза, а остальные 4 – не тузы. Значит, чтобы получить такую комбинацию, нужно сначала выбрать любые 2 туза из 4-х, а затем – любые 4 карты из 32 не тузов. Первое действие можно выполнить 
[image: image161.wmf]2
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 способами, второе - 
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 способами. Общее количество интересующих нас комбинаций будет по правилу умножения
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Как видите в сложных ситуациях, когда нас интересуют не все сочетания (перестановки, размещения), а только те, что обладают определенными свойствами, приходится комбинировать различные формулы и правила (на то она и комбинаторика!).

	
	

	Перестановки с повторениями и сочетания
	Как ни странно, между сочетаниями и перестановками с повторениями есть много общего (недаром для подсчета тех и других мы пользовались правилом деления). Вернемся к примеру, в котором нам нужно было посчитать, сколькими способами можно расположить в один ряд 3 красных, 3 желтых и 3 зеленых шара.

Выбор любого такого варианта можно организовать так: выбираем из 9-ти свободных мест в этом ряду любые три, на которых будут располагаться красные шары (
[image: image164.wmf]3
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 способов); затем выбираем из 6-ти оставшихся мест любые три, на которых будут располагаться желтые шары (
[image: image165.wmf]3
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 способов); наконец, выбираем из 3-х оставшихся три места для зеленых шаров (
[image: image166.wmf]3
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 способов). Разумеется, последний выбор можно было и не считать – все равно он единственный.

По правилу умножения получаем общее число вариантов:
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Мы получили тот же самый ответ – но совсем другими рассуждениями!

	Свойства сочетаний
	Числа 
[image: image168.wmf]k
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 обладают целым рядом замечательных свойств, перечислять которые можно очень долго. Мы выделим здесь только некоторые:

1. 
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[image: image170.wmf]k

N

N

k

N

C

C

-

=


3. 
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4. Если 
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Все эти свойства можно доказать аналитически, используя только что выведенную формулу для 
[image: image175.wmf]k
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, но интереснее провести их комбинаторное доказательство:

a. Выбрать 0 (так же, как и все 
[image: image176.wmf]N

) элементов из 
[image: image177.wmf]N

 возможных можно только одним способом.

b. Выбрать 
[image: image178.wmf]k

 элементов из 
[image: image179.wmf]N

 – это  все равно, что указать те 
[image: image180.wmf])
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 элементов, которые мы не выбираем.

c. Любое сочетание из 
[image: image181.wmf]N

 по 
[image: image182.wmf]k

 является 
[image: image183.wmf]k

-элементным подмножеством 
[image: image184.wmf]N

-элементного множества. Число 
[image: image185.wmf]k
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 - это количество таких подмножеств. Сумма таких чисел по всем 
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 от 0 до 
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 дает (по правилу сложения) количество всех возможных подмножеств 
[image: image188.wmf]N

-элементного множества.

Теперь посчитаем это же количество по-другому. Любое подмножество 
[image: image189.wmf]N

-элементного множества можно закодировать двоичной (т.е. состоящей из 0 и 1) последовательностью длины 
[image: image190.wmf]N

: на 
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-м месте стоит 1, если  
[image: image192.wmf]i

-й элемент входит в это подмножество, 0 – если не входит. А всего таких последовательностей (а значит и всех возможных подмножеств) по правилу умножения 
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d. Зафиксируем какой-то один из 
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 элементов нашего множества и обозначим его 
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. Все 
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-элементные подмножества можно разбить на два непересекающихся класса: содержащие 
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 и не содержащие 
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. Количество подмножеств, содержащих 
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, можно посчитать так: один элемент уже выбран, остается выбрать еще 
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 элемент из 
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 – это можно сделать 
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 способами. Количество подмножеств, не содержащих 
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, можно посчитать так: элемент 
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 выбирать нельзя, значит, нужно выбрать 
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 элементов из 
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 – это можно сделать 
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 способами. По правилу сложения общее количество 
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-элементных подмножеств будет равно 
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	Треугольник Паскаля
	Последнее из доказанных свойств позволяет вычислять числа 
[image: image210.wmf]k

N

C

 не по выведенной ранее формуле с факториалами, а рекуррентно, последовательно выражая числа с бóльшим значением 
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 через предыдущие:

Шаг 1. Найдем 
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Шаг 2. Найдем 
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 через уже известные: 
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Шаг 3. Найдем 
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 через уже известные: 
[image: image218.wmf]3

2

1

1

2

0

2

1

3

=

+

=

+

=

C

C

C

 , 
[image: image219.wmf]3

1

2

2

2

1

2

2

3

=

+

=

+

=

C

C

C

 

… и так далее.

Процесс вычисления чисел 
[image: image220.wmf]k
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 удобно организовать в виде таблицы (еще одно применение таблиц!): будем заносить в 
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-ю строку этой таблицы все числа 
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. Поскольку в 
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-ой строке будет 
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 таких чисел, то таблица получится «треугольной»:

  k
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Причем закономерность заполнения клеток в этой таблице очень простая: в первую клетку очередной строки ставим 1, а в каждую следующую – сумму чисел стоящих в предыдущей строке левее и над ним (например: 2 = 1 + 1); заканчиваем строку также 1. 

Полученная треугольная таблица получила название треугольник Паскаля, по имени великого французского математика Блеза Паскаля, изучавшего свойства этого треугольника и использовавшего его при решении вероятностных задач.

	Треугольные числа

[image: image225.png]



	Если составить треугольник из кружков, как показано на рисунке слева, то общее число кружков в таком треугольнике будет (считаем, что в нем 
[image: image226.wmf]N

 слоев):
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По этой причине числа 
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, стоящие во втором столбце треугольника Паскаля, принято называть треугольными.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Любое k-элементное подмножество N-элементного множества – это  ?  из  ?  по  ?  элементов.

	
	

	Вопрос №2

	Число сочетаний из 
[image: image229.wmf]N

 по 
[image: image230.wmf]k

 обозначается:

· 
[image: image231.wmf]k
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; 

· 
[image: image232.wmf]N

P

; 

· 
[image: image233.wmf]k
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C

.

	
	

	Вопрос №3

	Как называется треугольная таблица, составленная из чисел  
[image: image234.wmf]k
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C

?

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	На волейбольный матч заявлено 13 игроков. Сколькими способами тренер может выбрать стартовую шестерку игроков? Как называется каждая такая комбинация в комбинаторике?

	
	

	(
Задание №2
	Сколькими способами в карточке лотереи «Спортлото» можно зачеркнуть:

а) 5 номеров из 36-ти? 
б) 6 номеров из 49-ти?

	
	

	(
Задание №3
	Для поездки в летний лагерь Витя хочет выбрать какие-нибудь пять книг из своей библиотеки. Сколькими способами он может это сделать, если в его библиотеке 100 книг?

	
	

	(
Задание №4
	Из пятидесяти заявок, поданных для участия в Московском кинофестивале, организаторам нужно отобрать 20 фильмов для конкурсного показа. Сколькими способами это можно сделать?

	
	

	(
Задание №5
	Класс из 28-ми человек делят пополам для проведения викторины по истории. Сколькими способами это можно сделать?

	
	

	(
Задание №6
	Для участия в чемпионате мира по футболу от России заявлено 24 игрока:  3 вратаря, 10 защитников, 7 полузащитников и 4 нападающих. Сколькими способами тренер может выбрать стартовый состав команды, если он решил выпустить на поле вратаря, четырех защитников, пять полузащитников и одного нападающего?

	
	

	(
Задание №7
	Группу из 20-ти туристов нужно распределить по трем маршрутам так, чтобы по первому маршруту шли 8 человек, по второму - 7, по третьему – 5. Сколькими способами это можно сделать?

	
	

	(
Задание №8*
	Имеется клеточная доска размера 
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. В левой нижней клетке сидит муха, которой нужно попасть в правую верхнюю клетку.  При этом переползать она может либо в клетку, которая правее, либо выше. Сколько существует траекторий, по которым она может ползти?

	
	

	(
Задание №9*
	Вы наверняка знаете, что представляет собой стандартный набор домино: это 28 «костей», на каждой из которых нанесена пара чисел от 0 до 6. А сколько костей будет содержать такой набор, если использовать числа от 0 до 
[image: image236.wmf]N

? 

	
	

	(
Задание №10*
	Сколько можно построить различных прямоугольных параллелепипедов, длины ребер которых – целые числа от 1 до 
[image: image237.wmf]N

?

	
	

	(
Задание №11*
	На плоскости проведены 
[image: image238.wmf]N

 прямых линий, из которых никакие две не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. Сколько точек пересечения прямых образовалось?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНЫЕ ЧИСЛА
	В конце этого параграфа вы узнали о треугольных числах. Они возникают в ситуации, когда из одинаковых кружков складывают правильный треугольник.

А теперь представьте себе, что вместо кружков мы взяли шарики и сложили их в правильную треугольную пирамидку. Сколько шариков будет содержать такая пирамидка из 
[image: image239.wmf]N

 слоев? Если вы сумеете отыскать соответствующую формулу, то познакомитесь с четырехугольными числами.

	
	

	СОЧЕТАНИЯ С ПОВТОРЕНИЯМИ
	В кондитерской продаются пирожные четырех сортов: песочные, слоеные, эклеры и бисквитные. Сколькими способами можно купить 2 пирожных? 3 пирожных? 4 пирожных? 

Попробуйте вывести общую формулу для 
[image: image240.wmf]k

 пирожных. В комбинаторике такие комбинации называются сочетаниями с повторениями. 


6.5. Комбинаторика при вычислении вероятностей 

Комбинаторика и вероятность. 
Пример 1. Исходы – перестановки
Пример 2. Исходы – размещения

Пример 3. Исходы – размещения с повторениями

Пример 4. Исходы – перестановки с повторениями

Пример 5. Исходы – сочетания

Урновая схема

Выбор без возвращения  

Пример 6. Три из шести без возвращения
Выбор с возвращением  

Пример 7. Три из шести с возвращением
Одновременный выбор 

Пример 8. Три из шести одновременно
Выбор без возвращения и одновременный выбор
Пример 9. «Спортлото 5 из 36»

Монета, кубик и выбор с возвращением

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Комбинаторика и вероятность
	Перейдем теперь к использованию полученных сведений из комбинаторики для решения вероятностных задач. Сначала зададимся вопросом, какая вообще может быть связь между комбинаторикой, где все жестко определено и детерминировано, и теорией вероятностей, изучающей случайные явления? В главе 3 мы выяснили, что существует довольно широкий круг случайных опытов, в которых вероятность любого события можно вычислить a priory - без проведения экспериментов – по формуле классической вероятности
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где n - количество всех исходов опыта, а m – количество исходов, благоприятных для события A. Это так называемые опыты с равновозможными исходами. 

Рассматривая примеры таких опытов, мы специально выбирали их достаточно простыми, чтобы при подсчете числа возможных и благоприятных исходов можно было провести этот подсчет простым перечислением всех вариантов. Однако зачастую количество исходов опыта настолько велико, что перечислить все такие исходы не представляется возможным. Вот здесь и приходят на помощь комбинаторные правила и формулы, рассмотренные выше. Чаще всего это происходит в опытах, где либо участвует много объектов (монет, кубиков, шаров и т.д.), либо с одним и тем же объектом производят многократные действия (монету или кубик бросают несколько раз, несколько раз участвуют в лотерее и т.д.). 

Начнем с примеров, где возможными исходами опыта будут хорошо знакомые вам типы комбинаций.

	
	

	(
Пример 1.

Исходы – перестановки
	Вернемся еще раз к знакомой задаче Эйлера о шляпах, только вместо трех человек рассмотрим пять. Итак, 5 человек разбирают наугад свои шляпы в гардеробе. С какой вероятностью все наденут свои шляпы? С какой вероятностью первый из уходящих наденет свою шляпу? С какой вероятностью последний наденет свою шляпу?
Исходы этого опыта – перестановки из 5. Всего исходов – 5!

Для события A={все наденут свои шляпы} благоприятный исход только один. Для события B={первый наденет свою шляпу} благоприятных исходов будет 4! Ровно столько же (кому-то это может показаться неожиданным!) их будет и для события C={последний наденет свою шляпу}.
Отсюда искомые вероятности:
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	(
Пример 2.

Исходы – размещения
	Коля, Оля, Артем и Наташа распределить между собой с помощью жребия два выигранных в конкурсе приза:  мобильный телефон и MP3-плеер. С какой вероятностью телефон достанется девочке, а плеер – мальчику?

Исходами опыта будут размещения из 4 по 2. Всего исходов – 12.
Благоприятные для нашего события исходы можно посчитать по правилу умножения: 
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Отсюда искомая вероятность 
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Пример 3.

Исходы – размещения с повторениями
	Монету подбрасывают 10 раз. С какой вероятностью при этом выпадет 5 орлов? 

Исходами опыта будут размещения с повторениями из 2 по 10. Всего исходов - 
[image: image246.wmf]1024

2

10

=

.

Благоприятными будут исходы, в которых ровно 5 орлов – их будет 
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Отсюда искомая вероятность 
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Пример 4.

Исходы – перестановки с повторениями
	Карточки с буквами ААВЕЕКНОПРСТ  перемешиваются и выкладываются в ряд. С какой вероятностью получится слово ПЕРЕСТАНОВКА?
Исходы этого опыта – перестановки с повторениями. Всего таких исходов - 
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Благоприятный исход только один. Отсюда 
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Пример 5.

Исходы - сочетания
	Замок на подъезде открывается нажатием на определенные три кнопки из десяти. С какой вероятностью замок будет открыт за 1 попытку? за 10 попыток? 

Поскольку кнопки нажимаются одновременно, то исходы опыта – сочетания из 10 по 3. Всего исходов - 
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Благоприятных исходов для первого события – 1, для второго – 10. Отсюда искомые вероятности:
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	Урновая схема
	Большинство приведенных выше примеров на вычисление вероятностей могут рассматриваться в рамках классической вероятностной модели, называемой еще «урновой схемой». Речь идет о задаче, в которой из урны (коробки, мешка), содержащей 
[image: image256.wmf]M

одинаковых на ощупь шаров, не глядя, вынимают 
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 шаров. В зависимости от механизма этого выбора различают несколько таких схем, о которых уже шла речь в главе 3. Теперь мы рассмотрим их в самом общем виде.
Будем считать, что все шары пронумерованы числами от 1 до 
[image: image258.wmf]M

.

	Выбор без возвращения
	Последовательный выбор без возвращения. Так называют эксперимент, в котором на каждом шаге из урны извлекают очередной шар, который обратно в урну уже не возвращается.  Таким образом, на каждом шаге количество шаров в урне уменьшается. Понятно, что при такой схеме выбора 
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и любой шар может появиться в выборке не более одного раза. 

Исходами такого опыта являются все возможные размещения из 
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 чисел по 
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, то есть последовательности вида 
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 различны и являются числами от 1 до M. Мы уже выясняли, что общее количество таких исходов будет 
[image: image264.wmf])!

(

!

N

M

M

A

N

M

-

=

. При этом все они равновозможны. 

	
	

	(
Пример 6.

Три из шести без возвращения
	Из урны, в которой находится 6 шаров, извлекают без возвращения 3 шара. Вы можете увидеть все возможные исходы такого опыта и убедиться в их равновозможности. 

	
	

	Выбор с возвращением
	Последовательный выбор с возвращением. Теперь вынутый шар на каждом шаге возвращается обратно в урну. Таким образом, на каждом шаге количество шаров в урне не изменяется. Понятно, что при такой схеме выбора 
[image: image265.wmf]N

 может быть как меньше, так и больше 
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, и любой шар может появиться в выборке многократно.

Исходами такого опыта являются все возможные размещения с повторениями из 
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 чисел по 
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, то есть последовательности вида 
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 - номера вынутых шаров, т.е. числа от 1 до M. Некоторые из них могут совпадать.  Общее количество таких исходов будет 
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. При этом все они равновозможны. 

	
	

	(
Пример 7.

Три из шести с возвращением
	Из урны, в которой находится 6 шаров, извлекают 3 шара с возвращением. Вы можете увидеть все возможные исходы такого опыта и убедиться в их равновозможности. 

	
	

	Одновременный выбор
	Одновременный выбор. Шары вынимаются из урны одновременно, поэтому порядок их появления уже не учитывается – имеет значение только состав вынутой комбинации. При этом 
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и любой шар может появиться в выборке не более одного раза.

Исходами опыта являются все возможные сочетания из 
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 чисел по 
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, то есть последовательности вида 
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 различны и являются числами от 1 до 
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, а квадратные скобки подчеркивают, что в комбинации не учитывается порядок следования элементов. Общее количество таких исходов 
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. При этом все они равновозможны. 

	
	

	(
Пример 8.

Три из шести одновременно
	Из урны, в которой находится 6 шаров, одновременно извлекают 3 шара. Вы можете увидеть все возможные исходы такого опыта и убедиться в их равновозможности. 

	
	

	Выбор без возвращения и одновременный выбор
	С точки зрения заложенного в них «случайного механизма» выбор с возвращением и одновременный выбор являются по существу равносильными: ведь одновременность выбора только кажущаяся – все равно какой-то шар мы возьмем первым, какой-то вторым и т.д. Просто в одновременном выборе мы отказываемся учитывать этот порядок при описании исходов. Получается, что мы объединяем каждые 
[image: image279.wmf]!
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 размещений, отличающихся только порядком следования элементов, в одно сочетание. Общее количество исходов сокращается при этом в 
[image: image280.wmf]!
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 раз. Важно, что такие «укрупненные» исходы все равно остаются равновозможными.

При этом есть задачи, в которых из условия вообще не понятно, какую из двух моделей – выбор с возвращением или одновременный – следует выбрать. 

	
	

	(
Пример 9.

«Спортлото 5 из 36»
	Возьмем, к примеру, известную лотерею «Спортлото». Напомним, что участники лотереи должны зачеркнуть в своей карточке 5 номеров из 36-ти, которые по их мнению выиграют в очередном тираже. При этом тираж проводится так: в барабан закладывается 36 шаров; они перемешиваются и начинают выкатываться друг за другом с небольшим интервалом времени (чтобы сохранить интригу и дать время на рекламу). Как только выкатится 5 шаров, тираж заканчивается. Для тех, кто не наблюдал его по телевизору, результаты печатаются на следующий день в газете. Интересно, что при этом уже не указывается последовательность, в которой выкатывались шары, а лишь состав выигрышной комбинации. 

Получается, что если мы наблюдаем за тиражом по телевизору, то должны выбрать модель «Последовательный выбор без возвращения», а если читаем о его результатах в газете, то «Одновременный выбор». Очевидно, что наши шансы получить выигрыш от этого никак зависеть не будут. Убедимся в этом, посчитав вероятность угадать все 5 номеров.

Модель 1. Возможные исходы – размещения из 36 по 5. Всего таких исходов будет
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. Благоприятным будет каждый исход, при котором зачеркнутые в нашей карточке 5 номеров выкатываются из барабана в любой последовательности. Таких исходов 5!, поэтому искомая вероятность:
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Модель 2. Возможные исходы – сочетания из 36 по 5. Всего таких исходов будет
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. Благоприятным теперь будет всего один (!) исход. Искомая вероятность - та же самая:
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Таким образом, обе модели одинаково успешно могут применяться в решении одних и тех же задач. Важно только не путать их в процессе решения: например, нельзя перечислять все возможные исходы, следуя модели 1, как размещения, а благоприятные исходы, следуя модели 2, как сочетания. В этом случае рассчитывать на правильный ответ уже не приходится.

	
	

	Монета, кубик и выбор с возвращением
	Интересно, что подбрасывание монеты или кубика тоже можно рассматривать как выбор с возвращением:

· N-кратное бросание монеты (или одновременное бросание N монет) равносильно выбору с возвращением N шаров из урны с двумя шарами – один из них соответствует «орлу», другой - «решке»;

· N-кратное бросание кубика (или одновременное бросание N кубиков) равносильно выбору с возвращением N шаров из урны с шестью шарами - это шары с цифрами 1,…,6.

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	В схеме выбора с возвращением элементарными исходами опыта являются:

( размещения;

( размещения с повторением;

( сочетания.

	
	

	Вопрос №2

	В схеме выбора без возвращения элементарными исходами опыта являются:

( размещения;

( размещения с повторением;

( сочетания.

	
	

	Вопрос №3

	В схеме одновременного выбора элементарными исходами опыта являются:

( размещения;

( размещения с повторением;

( сочетания.

	
	

	Вопрос №4

	Одновременно бросают 2 монеты. С какой вероятностью на них выпадет два орла?

	
	

	Вопрос №5

	В ящике 2 красных и 2 синих шара. Какова ве​роятность вынуть из него два шара одного цвета? Вы​берите правильный ответ:  
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;  
[image: image287.wmf]3
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	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Одновременно бросают 3 монеты. 

а) Сколько равновозможных исходов у этого эксперимента? 

б) С какой вероятностью все монеты выпадут на одну сторону? 

в) С какой вероятностью выпадет хотя бы один «орел»?

	
	

	(
Задание №2
	Одновременно бросают 2 кубика.

а) Сколько равновозможных исходов у этого эксперимента? 

б) Какова вероятность того, что на кубиках выпадет равное количество очков?

в) Какова вероятность, что число, выпавшее на первом кубике, больше числа, выпавшего на втором кубике?

	
	

	(
Задание №3
	Одновременно бросают 3 кубика. Какова вероятность того, что: 
а) на всех кубиках выпали одинаковые числа; 
б) все числа на кубиках разные; 
в) выпало ровно два одинаковых числа?

	
	

	(
Задание №4
	На книжной полке случайным образом расставляют 6 разных учебников. Какова вероятность, что учебник математики и учебник литературы окажутся рядом?

	
	

	(
Задание №5
	На книжной полке случайным образом расставляют 3 учебника математики и 3 учебника литературы. Какова вероятность, что учебники математики и литературы будут чередоваться? 

	
	

	(
Задание №6
	Машина двухлетняя сестра Ира играет в кубики и выкладывает их в ряд друг за другом. С  какой вероятностью она может получить из:
а) кубиков с буквами А, И, Р слово ИРА?

б) кубиков с буквами А, А, М, Ш слово МАША?

в) кубиков с буквами А, А, М, М слово МАМА?

	
	

	(
Задание №7
	В шкафу находится 5 пар ботинок различных размеров. Из них случайно выбирают 2 ботинка. Найдите вероятность того, что они парные.

	
	

	(
Задание №8
	Из коробки с тремя белыми и тремя черными шарами вынимают, не глядя, два шара. Какова вероятность того, что они оба белые? Найдите ответ для каждой из трех схем выбора: 
а) с возвращением; 
б) без возвращения; 
в) одновременно.

	
	

	(
Задание №9
	Из колоды в 36 карт одну за другой вытягивают две карты (без возвращения). Какова вероятность того, что они одного цвета? 

	
	

	(
Задание №10
	Из класса, в котором 25 учеников, по жребию выбирают двух дежурных. Какова вероятность, что Ира будет дежурить? Какова вероятность, что дежурить будет Ира и ее подруга Аня?

	
	

	(
Задание №11
	В классе, в котором учится 25 учеников, разыгрывают по жребию 3 билета в цирк. С какой вероятностью в цирк пойдут Ира, Аня и Лиза?

	
	

	(
Задание №12
	Шесть школьников случайным образом рассаживаются на скамейку. С какой вероятностью Коля и Оля будут сидеть рядом? Изменится ли ответ, если они садятся за круглый стол? 

	
	

	(
Задание №13
	Шесть школьников, среди которых есть два Вити, случайным образом рассаживаются на скамейку. С какой вероятностью Тамара окажется между двух Вить? 

	
	

	(
Задание №14
	На один ряд из 6 мест случайным образом рассаживаются 3 мальчика и 3 девочки. Какова вероятность того, что все девочки будут сидеть рядом?

	
	

	(
Задание №15
	За круглый стол случайным образом садятся 3 мальчика и 3 девочки. Какова вероятность того, что никаких два мальчика и никакие две девочки не окажутся рядом?

	
	

	(
Задание №16
	Какова вероятность, что в компании из 12 человек все дни рождения придутся на разные месяцы года? 

	
	

	(
Задание №17
	Какова вероятность того, что при игре в домино вы не получите при раздаче ни одного дубля (каждый из четырех игроков получает по 7 «доминошек»)? 

	
	

	(
Задание №18*
	Класс, в котором учится 12 девочек и 12 мальчиков, случайным образом делят на две равные группы для занятий на компьютерах. Какова вероятность того, что мальчиков и девочек в них окажется поровну? 

	
	

	(
Задание №19*
	В классе учится 12 мальчиков и 12 девочек. Их случайно рассадили за 12 парт. Какова вероятность того, что за каждой партой оказались мальчик и девочка?

	
	

	(
Задание №20*
	Из колоды, в которой 36 карт, случайно выбирают 6 карт. С какой вероятностью среди них нет ни одного туза? один туз? два туза? три туза? четыре туза? хотя бы один туз?

	
	

	(
Задание №21*
	Колоду из 36 карт раздают на двоих. Какова вероятность, что тузов у них окажется поровну? 

	
	

	(
Задание №22*
	Три друга делят поровну тридцать конфет, три из которых с сюрпризом. С какой вероятностью каждому из троих друзей достанется по сюрпризу. 

	
	

	(
Задание №23*
	Группу из 20-ти школьников распределяют по жребию по трем автомобилям для поездки в соседний город. В первый автомобиль влезает 8 человек, во второй - 7, в третий – 5. С какой вероятностью два друга – Вадим и Сева – попадут в одну машину?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ОСТОРОЖНО, ЛОТЕРЕЯ!
	Проект состоит в коллективном сборе данных о правилах проведения различных лотерей и расчете шансов на выигрыш в каждой из них.


Глава 7
[image: image288.jpg]



Алгебра событий
В этой главе мы узнаем, что события, как и числа, можно складывать, вычитать и даже умножать – lдругими словами, выполнять над ними некоторые операции. Для тех, кто уже знаком с элементами теории множеств, это не будет слишком большой новостью: ведь события можно рассматривать как множества, а соответствующие операции для множеств хорошо известны – объединение, вычитание, пересечение. 

Но самый интересный вопрос – что происходит с вероятностями событий, когда над ними производятся все эти операции. Будет ли вероятность суммы событий равна сумме вероятностей? А вероятность произведения – произведению? На все эти вопросы мы и будем искать ответ в этой главе.
7.1. Диаграммы Эйлера
Множество и его элементы

Принадлежность и включение

Множество и его подмножества

Количество подмножеств

Диаграммы Эйлера

Пример 1. Множество натуральных чисел и его подмножества

Пример 2. Множества квадратов, прямоугольников и параллелограммов

Операции над множествами

Объединение множеств

Пересечение множеств

Разность множеств

Дополнение к множеству

Пример 3. Четные и простые числа

Пример 4. Операции на диаграмме Эйлера
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Множество и его элементы

	Вы уже знаете, что множеством в математике называют любую (может быть, даже бесконечную) совокупность каких-либо элементов: предметов, чисел, геометрических фигур и т.д. 

Если количество элементов в множестве конечно и не очень велико, то его можно описать простым перечислением всех элементов. Например:


[image: image289.wmf]=

A

 {математика, физика, география, биология, физкультура}.
Два множества совпадают, если содержат один и тот же набор элементов. Учтите, что одинаковые множества могут быть по-разному описаны словами. Например, фразы «все натуральные числа, не превосходящие 10» и «все однозначные натуральные числа» описывают одно и то же множество
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Среди всех множеств особо выделяют пустое множество, которое вообще не содержит ни одного элемента. Его обозначают специальным символом 
[image: image291.wmf]Æ

.
Принято обозначать множества большими латинскими буквами, а его элементы – маленькими.  

	Принадлежность и включение

	Чтобы показать, что элемент 
[image: image292.wmf]a

 содержится в множестве 
[image: image293.wmf]A

 используется специальное обозначение:
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(читается: элемент 
[image: image295.wmf]a

 принадлежит множеству 
[image: image296.wmf]A

).
Если все элементы одного множества 
[image: image297.wmf]A

 содержатся в другом множестве 
[image: image298.wmf]B

, то говорят что 
[image: image299.wmf]A

 содержится в 
[image: image300.wmf]B

 (или 
[image: image301.wmf]A

 включено в 
[image: image302.wmf]B

) и пишут
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Если 
[image: image304.wmf]A

 при этом не совпадает с 
[image: image305.wmf]B

, то такое включение называют собственным и обозначают
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	Множество и его подмножества

	Множество 
[image: image307.wmf]A

 называют подмножеством множества 
[image: image308.wmf]B

, если 
[image: image309.wmf]B

A

Í

.

Очень часто возникает ситуация, в которой необходимо перечислить все возможные подмножества данного множества или посчитать их количество.
Попробуем, например, перечислить все возможные подмножества множества из трех элементов 
[image: image310.wmf]}

,

,

{

c

b

a

A

=

:
· прежде всего, это пустое множество 
[image: image311.wmf]Æ

;
· одноэлементные подмножества: 
[image: image312.wmf]}
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· двухэлементые подмножества: 
[image: image313.wmf]}
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;
· трехэлементное подмножество только одно – это само множество 
[image: image314.wmf]}
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Всего получили 8 подмножеств.

Итак, у трехэлементного множества 8 подмножеств. А сколько подмножеств у N-элементного множества?

	Количество подмножеств
	Рассмотрим множество 
[image: image315.wmf]A

, состоящее из N элементов:
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Попробуем закодировать любое его подмножество двоичной последовательностью, состоящей из 0 и 1: если элемент 
[image: image317.wmf]1

a

 входит в подмножество, то первая цифра последовательности равна 1, если нет – 0. Точно также поступаем для второго элемента, третьего и т.д. Для каждого подмножества получаем свою последовательность из 
[image: image318.wmf]N

 нулей и единиц. Так, в рассмотренном выше примере получим следующие последовательности для каждого из восьми рассмотренных подмножеств:

· пустое множество – 000;

· одноэлементные подмножества – 100, 010, 001; 

· двухэлементые подмножества – 110, 011, 101;
· трехэлементное подмножество – 111.

Таким образом, каждому подмножеству соответствует своя двоичная последовательность длины 
[image: image319.wmf]N

, а каждой такой последовательности – свое подмножество. Количество двоичных последовательностей длины 
[image: image320.wmf]N

 мы уже считали ранее, когда изучали правило умножения – их будет 
[image: image321.wmf]N

2

. Значит, и подмножеств будет ровно столько же:
количество подмножеств N-элементного множества = 
[image: image322.wmf]N
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	Диаграммы Эйлера

	Мы уже использовали для изображения множеств и соотношений между ними специальные диаграммы – диаграммы Эйлера. Напомним, что каждое множество изображается на такой диаграмме в виде круга (или любой другой геометрической фигуры):

[image: image323.png]



Все круги находятся внутри прямоугольника, который символизирует некоторое объемлющее множество (так называемый универсум). Все изображенные на диаграмме множества являются его подмножествами.

	
	

	(
Пример 1.

Множество натуральных чисел и его подмножества
	Рассмотрим множество всех натуральных чисел. В математике его обозначают всегда буквой 
[image: image324.wmf]N

 (от слова natural). Понятно, что оно бесконечно.
В этом множестве есть много интересных подмножеств, некоторые из которых вам хорошо знакомы: подмножество всех четных чисел, подмножество всех простых чисел, подмножество чисел Фибоначчи. А есть и много других: совершенные числа, числа Мерсенна и т.д.
Поскольку само множество 
[image: image325.wmf]N

 бесконечно, то и бесконечным будет и количество его подмножеств.

	
	

	(
Пример 2.

Множества квадратов, прямоугольников и параллелограммов
	В математике рассматривают не только числовые множества. Так, в геометрии можно рассматривать множества различных фигур. Например, множество всех квадратов, которые можно нарисовать в данной плоскости; множество всех прямоугольников; множество всех параллелограммов и т.д.
Все перечисленные множества можно рассматривать как подмножества в множестве всех многоугольников.

	
	

	Операции над множествами
	Оказывается, между множествами и числами есть много общего. Например, над множествами, так же, как над числами, можно совершать операции. Только называются и обозначаются они по-другому. В результате каждой такой операции получается новое множество. Основными операциями являются объединение, пересечение, разность и дополнение.

	Объединение множеств
	Объединением множеств 
[image: image326.wmf]A

 и 
[image: image327.wmf]B

 называется новое множество 
[image: image328.wmf]C

, которое состоит из всех элементов, входящих хотя бы в одно из множеств 
[image: image329.wmf]A

 или 
[image: image330.wmf]B

. Обозначение:
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На диаграмме Эйлера объединение будет выглядеть так:

[image: image332.png]




	Пересечение множеств
	Пересечением множеств 
[image: image333.wmf]A

 и 
[image: image334.wmf]B

 называется новое множество 
[image: image335.wmf]C

, которое состоит из всех элементов, входящих в каждое из множеств 
[image: image336.wmf]A

 и 
[image: image337.wmf]B

. Обозначение:
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На диаграмме Эйлера пересечение будет выглядеть так:

[image: image339.png]




	Разность множеств
	Разностью множеств 
[image: image340.wmf]A

 и 
[image: image341.wmf]B

 называется новое множество 
[image: image342.wmf]C

, которое состоит из всех элементов, входящих в множество 
[image: image343.wmf]A

, но не входящих в множество 
[image: image344.wmf]B

. Обозначение:
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На диаграмме Эйлера разность будет выглядеть так:

[image: image346.png]N

.





	Дополнение к множеству
	Дополнением к множеству 
[image: image347.wmf]A

 называется новое множество, которое состоит из всех элементов, не входящих в множество 
[image: image348.wmf]A

. Дополнение к множеству 
[image: image349.wmf]A

 обозначается 
[image: image350.wmf]A

. Если обозначить универсум буквой 
[image: image351.wmf]W

, то можно записать:
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На диаграмме Эйлера дополнение будет выглядеть так:

[image: image353.png]




	
	

	(
Пример 3.

Четные и простые числа
	Рассмотрим в качестве универсума множество
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а в качестве подмножеств

· 
[image: image355.wmf]=
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{четные числа}={2,4,6};

· 
[image: image356.wmf]=

B

{простые числа}={2,3,5}.

Тогда:
· 
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	(
Пример 4.

Операции на диаграмме Эйлера
	В этом примере вы можете увидеть, как выглядят на диаграмме Эйлера результаты выполнения следующих теоретико-множественных операций:

· 
[image: image363.wmf]C
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È


· 
[image: image364.wmf]C
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Ç


· 
[image: image365.wmf])
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[image: image366.wmf]))
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	
[image: image367.wmf]}
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[image: image368.wmf]}
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. Отметьте элементы 
[image: image369.wmf]B
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	Вопрос №2

	
[image: image370.wmf]}
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[image: image371.wmf]}
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. Отметьте элементы 
[image: image372.wmf]B
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	Вопрос №3

	
[image: image373.wmf]}
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[image: image374.wmf]}
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. Отметьте элементы 
[image: image375.wmf]B
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	Вопрос №4

	Множество A состоит из a элементов, множество B – из b элементов, а их пересечение – из c элементов. Из скольких элементов состоит их объединение?

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Множество A состоит из трех элементов, а множество B – из четырех. Из скольких элементов может состоять их объединение?

	
	

	(
Задание №2
	Множество A состоит из трех элементов, а множество B – из четырех. Из скольких элементов может состоять их пересечение?

	
	

	(
Задание №3
	Во время футбольного матча «Спартак» - «Ливерпуль» выяснилось, что из 22-х игроков на поле 18 знают английский язык и 14 – русский. Сколько игроков знают только английский язык? Только русский? Сколько игроков знают оба языка?

	
	

	(
Задание №4
	На диаграмме Эйлера изображены два множества A и B. Закрасьте множества:

а) 
[image: image376.wmf]B

A

È

;

б) 
[image: image377.wmf]B

A

È

;

в) 
[image: image378.wmf]B

A

Ç

.



	
	

	(
Задание №5
	На диаграмме Эйлера изображены три множества A, B и С. Закрасьте множества:

а) 
[image: image379.wmf]C

B

A

È

È

;

б) 
[image: image380.wmf]C

B

A

È

È

;

в) 
[image: image381.wmf]C

B

A

Ç

Ç

.



	
	

	(
Задание №6
	На диаграмме Эйлера изображены два множества A и B. Какими формулами можно задать область диаграммы, закрашенную в 

а) красный цвет; 

б) синий цвет; 

в) зеленый цвет?

	
	

	(
Задание №7
	На диаграмме Эйлера изображены три множества A, B и C. Какими формулами можно задать область диаграммы, закрашенную в 

а) красный цвет; 

б) синий цвет; 

в) зеленый цвет?

	
	

	(
Задание №8
	Расположите множества A, B и C на диаграмме Эйлера так, чтобы каждые два множества имели непустое пересечение, а 
[image: image382.wmf]Æ
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Ç

Ç
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B
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.

	
	

	(
Задание №9

	С помощью диаграмм Эйлера выясните, какие из следующих равенств верные:

а) 
[image: image383.wmf])
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[image: image384.wmf]C
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в) 
[image: image385.wmf])
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[image: image386.wmf]C
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[image: image387.wmf]B
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[image: image388.wmf]B

A

B

A

Ç

=

Ç

;

ж) 
[image: image389.wmf]B
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[image: image390.wmf]B
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	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ЧИСЛА И МНОЖЕСТВА
	Операции объединения, пересечения и разности для множеств во многом аналогичны операциям сложения, умножения и вычитания для чисел.

Вспомните законы, которым подчиняются числовые операции. Выпишите аналогичные законы для множеств. Какие из них выполняются? Докажите их с помощью диаграмм Эйлера.


7.2. Противоположное событие и его вероятность
Событие как множество благоприятных исходов 

Дополнение к множеству

Противоположное событие

Противоположное к противоположному

Пример 1. Опыт с кубиком

Пример 2. Опыт с двумя кубиками

Вероятность противоположного события 

Доказательство 1

Доказательство 2

Пример 1. Опыт с кубиком

Пример 2. Опыт с двумя кубиками

"Хотя бы один..."

Пример 3. По крайней мере, один красный

Пример 4. Хотя бы одна шестерка

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Событие как множество благоприятных исходов 
	В главе 2 мы впервые встретились с понятием случайного события. Сначала мы назвали случайным любое событие, которое может произойти или не произойти в результате случайного эксперимента. Затем выяснили, что событие можно рассматривать как некоторое подмножество исходов данного эксперимента, - а именно тех исходов, при которых это событие наступает.

Обозначая множество всех возможных исходов эксперимента через 
[image: image391.wmf]W

, мы рассматривали каждый элементарный исход 
[image: image392.wmf]w

 как элемент этого множества:


[image: image393.wmf]W

Î

w

,

а каждое случайное событие 
[image: image394.wmf]A

 – как его подмножество:


[image: image395.wmf]W

Í

A

.

В соответствии с таким взглядом на события естественно перенести на них те операции, которые хорошо известны в теории множеств: объединение, пересечение, дополнение. Каждая из них допускает естественную интерпретацию в терминах случайных событий, о которой и пойдет речь в этой главе.  

Начнем с дополнения. Напомним еще раз, что все множества, о которых будет идти речь, являются подмножествами некоторого объемлющего множества 
[image: image396.wmf]W

, содержащего все возможные исходы эксперимента.

	Дополнение к множеству

	Дополнением к множеству 
[image: image397.wmf]A

 в множестве 
[image: image398.wmf]W

 называется множество 
[image: image399.wmf]A

, которое состоит из всех элементов 
[image: image400.wmf]W

, не входящих в множество 
[image: image401.wmf]A

:


[image: image402.wmf]A

A

\

W

=

.

	Противоположное событие

	Событие 
[image: image403.wmf]A

называется противоположным к событию
[image: image404.wmf]A

, если оно происходит тогда и только тогда, когда не происходит 
[image: image405.wmf]A

. Другими словами, противоположное событие состоит из тех элементарных исходов множества 
[image: image406.wmf]W

, при которых событие 
[image: image407.wmf]A

 не происходит.

Последнее замечание показывает, что с точки зрения теории множеств противоположное событие 
[image: image408.wmf]A

 является ничем иным, как дополнением к событию (множеству) 
[image: image409.wmf]A

. 

	Противоположное к противоположному
	Интересно, что свойство «дополнять» или «быть противоположным» для двух событий является взаимным: если 
[image: image410.wmf]B

 противоположно 
[image: image411.wmf]A

, то и 
[image: image412.wmf]A

 противоположно 
[image: image413.wmf]B

:


[image: image414.wmf]A

B

=

,    
[image: image415.wmf]B

A

=

.

Этот факт можно записать еще и таким необычным образом:


[image: image416.wmf]A

A

=


,

то есть, противоположным  к противоположному событию 
[image: image417.wmf]A

 является само событие 
[image: image418.wmf]A

.

	
	

	(
Пример 1.

Опыт с кубиком
	Рассмотрим два события, связанных с бросанием игрального кубика:

· 
[image: image419.wmf]=

A

{Выпадет четное число}={2,4,6};
· 
[image: image420.wmf]=

B

{Выпадет число, меньше трех}={1,2}.
Противоположными к ним будут события:

· 
[image: image421.wmf]=

A

{Выпадет нечетное число}={1,3,5};

· 
[image: image422.wmf]=

B

{Выпадет число, больше или равное трем}={3,4,5,6}.

	
	

	(
Пример 2.

Опыт с двумя кубиками
	Рассмотрим события, связанные с бросанием двух кубиков:

· 
[image: image423.wmf]=

A

{Выпадет хотя бы одна шестерка};
· 
[image: image424.wmf]=

B

{Выпадут разные числа};
· 
[image: image425.wmf]=

С

{На первом кубике выпадет больше, чем на втором}.
Противоположными к ним будут события:

· 
[image: image426.wmf]=

A

{Не выпадет ни одной шестерки};

· 
[image: image427.wmf]=

B

{Выпадут одинаковые числа};

· 
[image: image428.wmf]=

C

{На первом кубике выпадет меньше или равно, чем на втором }.

	
	

	Вероятность противоположного события 
	Почти очевидным является тот факт, что вероятность противоположного события можно вычислить по формуле:


[image: image429.wmf])
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P
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P
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=

.

	Доказательство 1
	В самом деле, каждый раз, когда событие 
[image: image430.wmf]A

происходит, событие 
[image: image431.wmf]A

не происходит и наоборот. Значит, после любых N случайных опытов выполняется равенство


[image: image432.wmf]N

N

N

A

A

=

+

,

в котором через 
[image: image433.wmf]A

N

обозначена абсолютная частота A, а через 
[image: image434.wmf]A

N

 - абсолютная частота 
[image: image435.wmf]A

. Поделив обе части этого равенства на N, получим, что сумма относительных частот для событий A и 
[image: image436.wmf]A

 всегда равна 1. Поскольку при увеличении числа испытаний равенство сохраняется, а частоты приближаются к вероятностям, то сумма вероятностей для A и 
[image: image437.wmf]A

 также равна 1, откуда и следует наша формула.

	Доказательство 2
	В случае с равновозможными исходами эту формулу можно получить и по-другому. Пусть наш опыт может закончиться одним из n равновозможных исходов, m из которых благоприятствуют наступлению события A. Тогда остальные 
[image: image438.wmf]m

n

-

 исходов благоприятствуют наступлению 
[image: image439.wmf]A

. Поэтому 


[image: image440.wmf])
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.

Полученная формула оказывается особенно полезной в задачах, где найти вероятность противоположного события проще, чем вероятность заданного события.

	
	

	(
Пример 1.

Опыт с кубиком (продолжение)
	Вернемся к опыту с кубиком и заполним таблицу:

[image: image441.wmf]A



[image: image442.wmf])

(

A

P



[image: image443.wmf]A



[image: image444.wmf])

(

A

P


Выпадет четное число

[image: image445.wmf]2

1


Выпадет нечетное число

[image: image446.wmf]2

1

1

-


Выпадет число, меньше трех

[image: image447.wmf]3

1


Выпадет число, больше или равное трем

[image: image448.wmf]3

1

1

-




	
	

	(
Пример 2.

Опыт с двумя кубиками (продолжение)
	Вернемся к опыту с двумя кубиками:

[image: image449.wmf]A



[image: image450.wmf])

(
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P



[image: image451.wmf]A



[image: image452.wmf])

(

A

P


Выпадет хотя бы одна шестерка

[image: image453.wmf]36

25

1

-


Не выпадет ни одной шестерки

[image: image454.wmf]36

25


Выпадут разные числа

[image: image455.wmf]36

6

1

-


Выпадут одинаковые числа

[image: image456.wmf]36

6


На первом кубике выпадет больше, чем на втором

[image: image457.wmf]36

15


На первом кубике выпадет меньше или равно, чем на втором

[image: image458.wmf]36

15

1

-


Заметим, что в первых двух строках таблицы проще было найти вероятность противоположного события 
[image: image459.wmf])

(
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P

, а уж потом найти 
[image: image460.wmf])
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 как 
[image: image461.wmf])
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	«Хотя бы один…»
	Отметим, что слова «хотя бы один» или «по крайней мере, один», встретившиеся в условии задачи, очень часто являются своеобразной подсказкой к тому, чтобы перейти от события 
[image: image462.wmf]A

, о котором идет речь в задаче, к противоположному событию 
[image: image463.wmf]A

. Найти его вероятность в этом случае оказывается проще. После чего можно воспользоваться формулой 
[image: image464.wmf])
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	(
Пример 3.

По крайней мере один красный
	Из урны, в которой 3 красных и 3 желтых шара, одновременно вынимают 2 шара. С какой вероятностью, по крайней мере, один из них красный?

Пусть 
[image: image465.wmf]=

A

{По крайней мере, один шар красный}. Тогда


[image: image466.wmf]=

A

{Оба шара не красные}={Оба шара желтые}.

Вероятность этого события найти уже не сложно:


[image: image467.wmf]5
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Отсюда


[image: image468.wmf]5
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	(
Пример 4.

Хотя бы одна шестерка
	Бросают два кубика. С какой вероятностью выпадет хотя бы одна шестерка?

Пусть 
[image: image469.wmf]=

A

{Выпадет хотя бы одна шестерка}. Тогда


[image: image470.wmf]=

A

{На обоих кубиках выпали не шестерки}.

Вероятность этого события найти проще:


[image: image471.wmf]36
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Отсюда


[image: image472.wmf]36
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Множество всех возможных исходов опыта 
[image: image473.wmf]}
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.  Событие 
[image: image474.wmf]}

,

,

,

{

f

e

c

b

A

=

. Отметьте исходы, благоприятные для 
[image: image475.wmf]A

:

( a; ( b; ( c; ( d; ( e; ( f; ( g; ( h.

	
	

	Вопрос №2

	Известно, что 
[image: image476.wmf]5
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. Чему равно 
[image: image477.wmf]?
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	Вопрос №3

	Если событие 
[image: image478.wmf]A

 достоверное, то событие 
[image: image479.wmf]A

 -  ? .

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	На диаграмме Эйлера изображены события A и B. Закрасьте в указанные цвета случайные события, которые состоят в том, что:
наступило событие 
[image: image480.wmf]A


- красный цвет

наступило событие 
[image: image481.wmf]B


- синий цвет

событие 
[image: image482.wmf]A

 наступило, а 
[image: image483.wmf]B

 - нет

- зеленый цвет

событие 
[image: image484.wmf]B

 наступило, а 
[image: image485.wmf]A

 - нет

- желтый цвет



	
	

	(
Задание №2
	Проводится эксперимент с подбрасыванием двух кубиков. Пусть событие A состоит в том, что на кубиках выпали два четных числа, а  событие B – два нечетных. Закрасьте на диаграмме Эйлера события:

на кубике выпали числа разной четности

- красный цвет

по крайней мере, одно из чисел четное

- синий цвет

по крайней мере, одно из чисел нечетное

- зеленый цвет



	
	

	(
Задание №3
	Рассмотрим в качестве случайного эксперимента очередной матч чемпионата России по футболу «Спартак» - «Динамо». На диаграмме Эйлера изображены случайное событие A={матч закончится вничью}, случайное событие B={не будет забито ни одного гола} и некоторые из возможных исходов опыта. Расположите приведенные исходы в нужных частях диаграммы.

	
	

	(
Задание №4
	Монету подбрасывают 6 раз. Событие A записано как подмножество исходов: A = {ОРОРОР, РОРОРО}. Найдите 
[image: image486.wmf])

(

A

P

.

	
	

	(
Задание №5
	С какой вероятностью при подбрасывании шести кубиков выпадет хотя бы одна шестерка?

	
	

	(
Задание №6
	Номера автомашин состоят из трех цифр. Найдите вероятность того, что номер первой встретившейся автомашины будет содержать хотя бы один ноль.

	
	

	(
Задание №7
	С какой вероятностью в семье с тремя детьми хотя бы двое из них родились 

а) в одном месяце;

б) в один день недели.

	
	

	(
Задание №8
	Из коробки, в которой лежат 2 красных, 2 желтых и 2 зеленых шара, извлекают 2 шара. Найдите вероятности следующих событий и отметьте среди них пару взаимно противоположных:

A = {оба шара красные};

B = {среди вынутых шаров нет красных};

C = {по крайней мере один из шаров красный};

D = {ровно один из вынутых шаров красный}.

	
	

	(
Задание №9
	В выборах в Государственную Думу участвуют 5 партий. Событие A состоит в том, что в парламент пройдут, по крайней мере, две партии, а событие B – по крайней мере, три. Какое из них вероятнее?

	
	

	(
Задание №10*
	Сколько раз надо бросить кубик, чтобы вероятность появления хотя бы одной шестерки была больше  
[image: image487.wmf]2

1

?

Указание: рассмотрите событие, противоположное к событию A = {в N бросаниях кубика выпала хотя бы одна шестерка}.

	
	

	(
Задание №11*
	Какова вероятность, что при подбрасывании 10-ти монет орлов выпадет больше, чем решек?

	
	

	(
Задание №12*
	Какова вероятность, что при подбрасывании N кубиков на каких-то кубиках выпадут совпадающие числа? Найдите ответ для N=2, 3, …, 7.


7.3. Сумма и произведение событий
Объединение множеств

Сумма событий

Пример 1. Объединение событий в опыте с кубиком

Пример 1 (продолжение). Диаграммы Эйлера

Пример 2. "Дама" или "пика"

Пересечение множеств

Произведение событий

Пример 1 (продолжение). Пересечение событий в опыте с кубиком

Пример 1 (продолжение). Диаграммы Эйлера

Пример 2 (продолжение). Дама пик

Разность и дополнение

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Объединение множеств
	Напомним, что объединением множеств A и B называется множество C, которое содержит те и только те элементы, которые входят хотя бы в одно из двух множеств A или B.

	Сумма событий
	Объединением событий A и B называется событие C, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит хотя бы  одно из двух событий A или B. Поясним, что слова «хотя бы одно из двух» означают, что может наступить: только событие A, только событие B, а также оба эти события одновременно.
Если рассматривать события A и B как множества благоприятных исходов, то операция объединения событий как раз и будет состоять в объединении этих множеств: событие C состоит из исходов, которые входят хотя бы в одно из двух множеств A или B.
Объединение событий (как и объединение множеств) обозначается так:


[image: image488.wmf]B
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Иногда вместо термина «объединение» используется термин «сумма событий». В этом случае используют и другую символическую запись этой операции:


[image: image489.wmf]B
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.

	
	

	(
Пример 1.

Объединение событий в опыте с кубиком

	Рассмотрим опыт с кубиком. Найдем объединение событий A и B в каждом из трех перечисленных случаев:
a. A = {выпадет тройка},   B = {выпадет пятерка};

b. A = {выпадет простое число},  B = {выпадет нечетное число};

c. A = {выпадет четное число},  B = {выпадет шестерка}.

Для ответа на вопрос представим каждое событие в виде множества благоприятных исходов и найдем объединения соответствующих множеств:

a. A = {3}; B = {5};  
[image: image490.wmf]B

A

È

= {3,5};

b. A = {2,3,5}; B = {1,3,5};  
[image: image491.wmf]B

A

È

= {1,2,3,5};

c. A = {2,4,6}; B = {6};  
[image: image492.wmf]B

A

È

= {2,4,6}.

Словами результат объединения можно описать по-разному – например, так:

a. 
[image: image493.wmf]B

A

È

= {выпадет тройка или пятерка};

b. 
[image: image494.wmf]B

A

È

= {выпадет любое число, кроме 4 и 6};

c. 
[image: image495.wmf]B

A

È

= {выпадет четное число}.

	
	Важно понимать, что при нахождении объединения не нужно включать в него общие исходы событий A и B дважды – ведь один и тот же элемент вообще не может входить дважды в какое бы то ни было множество. Именно поэтому в случае d. результат объединения совпадает с одним из исходных множеств. 

	
	

	(
Пример 1 (продолжение). Диаграммы Эйлера


	Интересно показать каждый из перечисленных случаев на диаграмме Эйлера – все эти диаграммы будут иметь некоторые принципиальные отличия друг от друга. 
 ?   Попробуйте сформулировать эти отличия самостоятельно.

	
	

	
	

	(
Пример 2. «Дама» или «пика»


	Рассмотрим опыт, в котором из колоды в 36 карт случайно вытягивается одна карта. Сколько элементарных исходов содержит объединение событий A = {вытянут даму}  и  B = {вытянут пику}?

Событие  
[image: image496.wmf]B
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 наступает, когда из колоды вытягивают пику (таких карт девять) или даму (их четыре). При этом могут произойти и оба эти события одновременно (вытянут даму пик). Значит для определения числа элементарных исходов, входящих в объединение, нужно сложить 9 и 4, а потом вычесть 1 – получится 12 исходов. Мы еще вернемся к такому подсчету в следующем параграфе.

	
	

	Пересечение множеств
	Последний пример вплотную подвел нас к рассмотрению второй важнейшей теоретико-множественной операции – пересечения множеств.
Пересечением множеств A и B, как вы уже знаете, называется множество C, которое состоит из элементов, входящих в каждое из множеств 
[image: image497.wmf]A

 и 
[image: image498.wmf]B

.

	Произведение событий
	Пересечением событий A и B называется событие C, которое происходит тогда и только тогда, когда происходят одновременно оба события A и B. Другими словами, эксперимент заканчивается исходом, благоприятным как для A, так и для B.
Если рассматривать события A и B как множества благоприятных исходов, то операция пересечения событий будет состоять в пересечении этих множеств: событие C состоит из исходов, которые входят в оба множества A и B.
Пересечение событий обозначается так же, как и пересечение множеств:
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Иногда вместо термина «пересечение» используется термин «произведение событий». В этом случае используют другую символическую запись этой операции:
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[image: image501.wmf]AB
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	(
Пример 3.
Пересечение событий в опыте с кубиком

	Вернемся к примеру 1 и найдем пересечения приведенных там событий. Как и при нахождении объединений удобнее всего представить каждое событие в виде множества благоприятных исходов и найти общие исходы A и B: 
a. A = {3}; B = {5}; 
[image: image502.wmf]Æ

=

Ç

B

A

;

b. A = {2,3,5}; B = {1,3,5}; 
[image: image503.wmf]B
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= {3,5};

c. A = {2,4,6}; B = {6};
[image: image504.wmf]B
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= {6}.

Напомним, что знак «
[image: image505.wmf]Æ

» используется в математике для обозначения пустого множества, не содержащего ни одного элемента. 

	
	

	(
Пример 3 (продолжение). Диаграммы Эйлера


	Диаграммы Эйлера для трех рассмотренных выше случаев вы можете увидеть на (.
В случае a) пересечение событий пусто, поэтому на соответствующей диаграмме ничего не заштриховано. На языке событий правильнее было бы сказать, что пересечением событий A и B в этом случае является невозможное событие – другими словами они не могут произойти одновременно, у них нет общих благоприятных исходов. 

Такие события играют в теории вероятностей настолько важную роль, что для них вводят специальное определение, которое мы рассмотрим в следующем параграфе.

	
	

	(
Пример 4.

Дама пик 


	Вернемся к опыту, в котором из колоды в 36 карт случайно вытягивается одна карта. Что будет пересечением событий A = {вытянут даму}  и  B = {вытянут пику}? Ответ:
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{вытянут даму пик}.

	
	

	Разность и дополнение
	С помощью диаграммы Эйлера нетрудно выразить разность двух событий через дополнение и пересечение:
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Объединением событий A и B называется событие C, которое происходит тогда и только тогда, когда:

· происходит только одно из событий A, B;

· происходят оба события A, B;

· не происходит ни одно из событий A, B;

· происходит хотя бы одно из событий A, B;

· не происходит одно из событий A, B.

	
	

	Вопрос №2

	Пересечением событий A и B называется событие C, которое происходит тогда и только тогда, когда:
· происходит только одно из событий A, B;

· происходят оба события A, B;

· не происходит ни одно из событий A, B;

· происходит хотя бы одно из событий A, B;

· не происходит одно из событий A, B.

	
	

	Вопрос №3

	Какие из следующих соотношений справедливы для любых событий A и B?

· 
[image: image508.wmf]B

A

B

A

È

Í

Ç

;

· 
[image: image509.wmf]B

A

B

A

Ç

Í

È

;

· 
[image: image510.wmf]B

A

A

È

Í

;

· 
[image: image511.wmf]B

A

A

Ç

Í

;

· 
[image: image512.wmf]A

B

A

Í

Ç

;

· 
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	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Бросают кубик. Найдите количество элементарных исходов во всех возможных попарных объединениях и пересечениях следующих событий:

A = {выпадет простое число};

B = {выпадет четное число};

C = {выпадет 1 или 6}.

Заполните соответствующую таблицу.

	
	

	(
Задание №2
	Случайный эксперимент представляет собой очередной футбольный матч «Спартак» - «Динамо». Изобразите на диаграмме Эйлера, как соотносятся между собой следующие события: 

A = {«Спартак» не проиграет};

B = {«Динамо» не проиграет};

C = {в игре будет забито не более одного мяча}.

Покажите на этой диаграмме, куда попадают следующие исходы матча: 0:0, 1:0, 0:1, 1:1, 2:0, 0:2, 2:2.

	
	

	(
Задание №3
	Из колоды с 36-ю картами случайно вынимают одну карту. Рассмотрим события:

A = {вытянут короля};

B = {вытянут даму};

C = {вытянут пику};

D = {вытянут красную масть}.

Найдите количество элементарных исходов в каждом из следующих событий:

а) 
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б) 
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[image: image517.wmf])

(

)

(

D

C

B

A

È

Ç

È

;  

г) 
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	(
Задание №4
	У случайного прохожего выясняют день его рождения (год рождения не учитывается). Нетрудно сообразить, что у такого опыта 366 элементарных (не равновозможных!) исходов. Рассмотрим события:

A = {он родился в январе};

B = {он родился в апреле};

C = {он родился 30-го числа};

D = {он родился зимой}.

Найдите количество элементарных исходов в каждом из следующих событий:

а) 
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	(
Задание №5
	При поступлении в университет абитуриент сдает три экзамена, на каждом из которых выставляется оценка 2, 3, 4 или 5. Если на очередном экзамене получена двойка, то остальные экзамены не сдаются. Рассмотрим события


[image: image523.wmf]A

={первый экзамен сдан на 5}; 


[image: image524.wmf]B

={второй экзамен сдан на 5}; 


[image: image525.wmf]C

={третий экзамен сдан на 5}. 

Сколько исходов содержит событие 
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	(
Задание №6
	Бросают два кубика. На диаграмме Эйлера изображены три события:
A = {на первом кубике выпадет шестерка};

B = {на втором кубике выпадет шестерка};

C = {на кубиках выпадет равное количество очков}.
Укажите количество исходов в каждой части диаграммы.

	
	

	(
Задание №7
	На диаграмме Эйлера изображены события A и B. Закрасьте в указанные цвета случайные события, которые состоят в том, что 
наступило хотя бы одно из событий A и B
- красный
наступили оба события A и B
- синий
не наступило ни одно из событий A и B
- зеленый
событие A наступило, а B – нет

- желтый
событие B наступило, а A – нет

- оранжевый


	
	

	(
Задание №8
	Взятый на удачу шар может оказаться либо красным (событие А), либо белым (событие В), либо черным (событие С). Подберите для каждого из следующих событий 


[image: image528.wmf]B

A

È

, 
[image: image529.wmf]C

A

È

, 
[image: image530.wmf]C

A

Ç

, 
[image: image531.wmf]C

B

A

È

Ç

)

(


соответствующее словесное описание:

· взят либо белый, либо красный шар;
· взят белый шар;

· невозможное событие;

· взят черный шар.

	
	

	(
Задание №9*
	Пусть А, В, С – три произвольные события. Закрасьте на диаграмме Эйлера каждое из событий, заданных формулой:

СОБЫТИЕ

ЦВЕТ
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оранжевый
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Для каждого из этих событий подберите соответствующе словесное описание:

· произошли все три события;

· произошло по крайней мере одно из этих событий;

· произошло только А
;



· ни одно событие не произошло;

· произошло ровно два события;

· произошло по крайней мере два события;

· произошло не более двух событий.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ФОРМУЛЫ АЛГЕБРЫ СОБЫТИЙ
	Мы уже неоднократно говорили об аналогиях между числами и событиями (множествами). Представим эти аналогии еще раз в виде таблицы:
Числа

События
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Выясните, до каких пор эти аналогии остаются справедливы? В чем проявляется отличие между числами и множествами?


7.4. Формула сложения вероятностей
Непересекающиеся множества

Несовместные события

Пример 1. Несовместные события

Противоположные события несовместны

Попарно несовместные события

Пример 2. Несовместные попарно и в совокупности

Сколько элементов в объединении?

Формула сложения вероятностей для несовместных событий

Пример 3. Разноцветные шары

Обоснование формулы сложения

Доказательство формулы сложения в частном случае

Формула сложения в общем случае

Доказательство

Пример 4. Дама, король, пика

Пример 5. Хотя бы одна шестерка

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Непересекающиеся множества
	Мы говорим, что два множества A и B не пересекаются, если у них нет общих элементов. Можно записать это в виде формулы:
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На диаграмме Эйлера непересекающиеся множества выглядят так:

[image: image550.png]oY





	Несовместные события

	Два события A и B называются несовместными, если они не могут наступить одновременно в результате одного и того же случайного эксперимента. На языке множеств это означает, что множества благоприятных исходов для A и B не пересекаются.
Таким образом, термины непересекающиеся и несовместные обозначают одно и то же, только первый используется для множеств, а второй – для событий.

	
	

	(
Пример 1.

Несовместные события
	В следующих экспериментах пары событий A и B являются несовместными:

a. бросают монету:  
A = {орел},   B = {решка};

b. бросают 2 кубика:  
A = {сумма очков нечетна},   
B = {на кубиках выпало одинаковое число очков};

c. из коробки, в которой 2 красных, 2 желтых и 2 зеленых шара вытаскивают 2 шара: 
A = {шары одного цвета},   
B = {шары разных цветов};

d. из той же коробки снова вытаскивают 2 шара: 
A = {оба шара красные},   
B = {оба шара зеленые}.

	
	Заметим, что говорить о несовместности событий можно только в рамках одного эксперимента. Если в пункте a) указанные события A и B относятся к разным опытам, то говорить об их несовместности, разумеется, нельзя. Условия эксперимента тоже очень важны: стоит в пункте b) перейти от двух кубиков к трем, и события станут совместными.

	
	

	Противоположные события несовместны

	В приведенном примере можно выделить в особую категорию случаи a) и c) – в них события A и B являются не просто несовместными, а противоположными. Понятно, что противоположные события  
[image: image551.wmf]A

 и 
[image: image552.wmf]A

 всегда несовместны – ведь у них не может быть общих исходов по определению противоположного события (в 
[image: image553.wmf]A

 входит все то, что не входит в 
[image: image554.wmf]A

). 
Заметим, что обратное неверно: несовместные события вовсе не обязаны быть противоположными. Это подтверждают примеры b) и d).

	Несовместные попарно и в совокупности
	Если рассмотреть больше двух событий, то можно говорить об их попарной несовместности и несовместности в совокупности.
Несколько событий 
[image: image555.wmf]k
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 называются попарно несовместными, если любые два из них несовместны:
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Несколько событий   называются несовместными в совокупности, если они не могут наступить все одновременно, т.е. их общее пересечение пусто:


[image: image558.wmf]Æ

=

Ç

Ç

Ç

k

A

A

A

...

2

1

.
Из попарной несовместности, очевидно, следует несовместность в совокупности. А вот обратное – неверно. Это можно продемонстрировать на соответствующей диаграмме Эйлера:

[image: image559.png]
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Пример 2.

Несовместные попарно и в совокупности
	Из коробки, в которой 2 красных, 2 желтых и 2 зеленых шара вытаскивают 2 шара. Рассмотрим три события:

[image: image560.wmf]A

 = {оба шара красные};   

[image: image561.wmf]B

 = {оба шара желтые};


[image: image562.wmf]C

 = {оба шара зеленые}.   
Эти три события попарно несовместны (в совокупности - тем более). А теперь рассмотрим три других события:

[image: image563.wmf]A

 = {среди вынутых шаров есть красный};   

[image: image564.wmf]B

 = {среди вынутых шаров есть желтый};


[image: image565.wmf]C

 = {среди вынутых шаров есть зеленый}.   
Интересно, что они уже будут попарно совместными, но несовместными в совокупности!

	
	

	Сколько элементов в объединении?

	Если множества A и B не пересекаются, то количество элементов в их объединении можно найти, если сложить количество элементов в множестве A и количество элементов в множестве B:
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(знаком 
[image: image567.wmf]A

 в теории множеств обозначают количество элементов в множестве 
[image: image568.wmf]A

). То же самое справедливо для объединения любого количество множеств, попарно непересекающихся:
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Для несовместных событий имеет место аналогичный факт, связанный с вероятностью их объединения.

	Формула сложения вероятностей для несовместных событий
	Если два случайных события несовместны, то 
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Это тождество называется формулой сложения вероятностей для несовместных событий. Оно обобщается на любое количество случайных событий, несовместных попарно:
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Пример 3.

Разноцветные шары
	Вернемся к опыту, в котором из коробки с 2-мя красными, 2-мя желтыми и 2-мя зелеными шарами извлекают наугад 2 шара. Найдем вероятности событий:

A = {шары будут одного цвета};

B = {шары будут разных цветов};

С = {среди вынутых шаров будет хотя бы один красный}.

Эти события легко выразить через шесть несовместных событий 
[image: image572.wmf]6
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, образующих так называемую полную группу событий (так называют систему событий, которые попарно несовместны и в объединении дают все множество исходов):

A1 = {оба шара красные},   

A2 = {оба шара желтые},  

A3 = {оба шара зеленые}, 

A4 = {один желтый, другой зеленый},   

A5 = {один красный, другой зеленый},  

A6 = {один красный, другой желтый}.

Найдем вероятности этих шести событий, использую комбинаторные навыки:
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Выразим через них наши события:
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А теперь применим формулу сложения вероятностей для несовместных событий:
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	Обоснование формулы сложения
	Дадим обоснование приведенной формулы. Для несовместных A и B событие 
[image: image581.wmf]B
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 происходит в одной из двух взаимоисключающих ситуаций: либо происходит событие A - либо событие B. Это означает, что если обозначить через 
[image: image582.wmf]B
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 абсолютные частоты событий  A, B и 
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, то после любого числа экспериментов будет выполняться соотношение:
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(еще раз отметим, что это справедливо только для несовместных событий).
Поделив обе части равенства на обще число экспериментов N, получим соотношение для относительных частот:
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Поскольку оно остается верным после любого числа экспериментов, а с ростом N частоты приближаются к вероятностям, то аналогичное равенство будет выполнено и для вероятностей несовместных событий:
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	Доказательство формулы сложения в частном случае
	Докажем формулу сложения для опытов, в которых действует классическое определение вероятности. Напомним, что в таких опытах у нас имеется 
[image: image587.wmf]n

 равновозможных исходов, а вероятность любого события определяется как
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где 
[image: image589.wmf]A

m

 и 
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 обозначают количество исходов, благоприятных для событий A и B соответственно.
Но если события A и B несовместны, то количество исходов, благоприятных для 
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равно 
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	Формула сложения в общем случае
	А что будет с формулой сложения вероятностей, если события A и B пересекаются? Дело в том, что в этом случае равенство для частот 
[image: image594.wmf]B
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 перестает выполняться, поскольку события A и B могут произойти одновременно. Вместо него можно записать более сложное соотношение, остающееся справедливым после любого числа экспериментов:
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Доказывается оно очень просто: сложив частоты событий A и B, мы дважды посчитаем те опыты, в которых эти события произошли одновременно. Значит, если вычесть количество таких опытов, то останется в точности количество тех, в которых происходило хотя бы одно из событий A, B.

Как и раньше, можно переписать эту формулу для относительных частот, а от нее перейти к вероятностям:
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Полученная формула называется формулой сложения вероятностей и она справедлива для любых случайных событий A и B.

	Доказательство
	Покажем, как вывести эту общую формулу из формулы сложения вероятностей для несовместных событий. На диаграмме Эйлера хорошо видно, что
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причем три события 
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 попарно несовместны. Отсюда
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Из той же диаграммы видно, что
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поэтому


[image: image604.wmf])

(

)

\

(

)

(

B

A

P

B

A

P

A

P

Ç

+

=

 и 
[image: image605.wmf])

(

)

\

(

)

(

B

A

P

A

B

P

B

P

Ç

+

=

.

Остается выразить из этих формул 
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 и подставить в формулу для 
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Пример 4.

Дама, король, пика
	Рассмотрим опыт, в котором из колоды в 36 карт случайно вытягивается одна карта. С какой вероятностью она окажется 

a. дамой или королем;

b. дамой или пикой.

Чтобы решить задачу, рассмотрим события:

A = {вытянут даму};

B = {вытянут короля};

C = {вытянут пику}.
События A и B несовместные, а вот про A и C этого сказать уже нельзя, поэтому:
a. 
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Пример 5.

Хотя бы одна шестерка
	Бросаем два кубика. С какой вероятностью выпадет хотя бы одна шестерка?
Рассмотрим события 
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A

{на первом кубике выпало 6 очков};
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Чтобы ответить на поставленный вопрос, нужно найти 
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Очевидно, что 
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Для несовместных событий их

( объединение; ( пересечение; ( разность

является невозможным событием. 

	
	

	Вопрос №2

	Для каких событий справедлива формула 
[image: image620.wmf])
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?
· для любых;

· для несовместных;

· для независимых.

	
	

	Вопрос №3

	Для каких событий справедлива формула 
[image: image621.wmf])
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?
· для любых;

· для несовместных;

· для независимых.

	
	

	Вопрос №4

	Для каких событий справедлива формула 
[image: image622.wmf])
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· для любых;

· для попарно несовместных;

· для несовместных в совокупности.

	
	

	Вопрос №5

	В каких из следующих ситуаций события A и B могут быть несовместными:

· 
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	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Найдите вероятность 
[image: image626.wmf])
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Задание №2
	Найдите вероятность 
[image: image628.wmf])
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	(
Задание №3
	Известно, что 
[image: image630.wmf]B
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. С помощью диаграмм Эйлера выясните, какие из следующих соотношений в этом случае верные:

а) 
[image: image631.wmf]B
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;

б) 
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в) 
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	(
Задание №4
	Вероятность того, что в футбольном матче «Спартак»-«Динамо» победит «Спартак» равна 0,4, а что победит «Динамо» - 0,3. С какой вероятностью матч закончится вничью?

	
	

	(
Задание №5
	Известно, что вероятность выигрыша в лотерею «Спринт» составляет 0,5. Коля уверен, что, купив два билета, он наверняка (то есть, с вероятностью 1) выиграет хотя бы на один билет. Объясните, в чем причина его ошибки.

	
	

	(
Задание №6
	50% всех опрошенных школьников имеют дома компьютер, 20% - умеют программировать, 10% - имеют компьютер и умеют программировать. Во сколько раз тех, кто имеет компьютер, но не умеет программировать, больше, чем тех, кто умеет программировать, но не имеет компьютер?

	
	

	(
Задание №7
	При проведении серии опытов с двумя кубика шестерка выпадала на первом кубике с частотой 0,15, на втором – 0,18, а сразу две шестерки выпадали с частотой 0,03. С какой частотой шестерка выпадала хотя бы на одном из кубиков?

	
	

	(
Задание №8
	Вероятность того, что среднестатистический автомобилист попадет в аварию в первый год вождения составляет 0,01, во второй – 0,008. Вероятность попасть в аварию и в первый год, и во второй – 0,002. С какой вероятностью автомобилист попадает в аварию хотя бы один раз за два года?

	
	

	(
Задание №9
	Вероятность события А равна 0,12, события B – 0,15. В каких пределах может находиться вероятность их объединения?

	
	

	(
Задание №10
	В каких из следующих ситуаций событие 
[image: image639.wmf]B
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 может быть достоверным:
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	(
Задание №11
	Вероятность получения студентом отличной оценки на экзамене – 0,1; хорошей – 0,2; удовлетворительной – 0,3. Для получения стипендии нужно сдать экзамен на «отлично» или «хорошо». Найдите вероятность того, что 

а) студент получит стипендию;

б) студент не сдаст экзамен.

	
	

	(
Задание №12
	Вероятность того, что Колю вызовут к доске на первом уроке – 0,15, а на втором – 0,2. Вероятность, что его вызовут и на первом, и на втором – 0,03. С какой вероятностью 

а) его вызовут к доске хотя бы на одном уроке;

б) его вообще не вызовут.

	
	

	(
Задание №13*
	Монету бросают 10 раз подряд. Какова вероятность, что «орлов» выпадет больше, чем «решек»?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	САМАЯ ОБЩАЯ ФОРМУЛА СЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
	Мы получили три формулы сложения вероятностей:

· для двух несовместных событий;

· для 
[image: image643.wmf]k

 несовместных событий;

· для двух произвольных событий.

Как вы думаете, а как будет выглядеть эта формула для 
[image: image644.wmf]k

 произвольных событий? Начните исследование с 
[image: image645.wmf]3
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7.5. Условная вероятность и независимость

Как события влияют друг на друга

Несовместные события

Вложенные события

Пример 1. Два кубика

Пример 2. Делимость на 2 и 3

Условная вероятность

Пример 3. 2 шара из 4

Пример 4. Задача о разделе ставки

Независимость событий

Пример 5. Делимость на 2 и 5

Когда независимость следует из условия

Пример 6. Охота на вальдшнепов
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Как события влияют друг на друга

	И все-таки события отличаются от обычных множеств. Для события мы можем говорить о том, произошло оно или нет, а вот для множества такой оборот речи лишен всякого смысла. 
Рассмотрим два случайных события A и B, связанные с одним и тем же случайным экспериментом. Предположим, что в результате этого эксперимента произошло событие A. Можно ли в этом случае сказать что-либо о событии B? Изменились ли его шансы? Разумеется, ответ на этот вопрос будет зависеть от того, о каких событиях идет речь, и может быть как положительным, так и отрицательным. Бывают ситуации, когда, получив информацию о событии A, мы можем однозначно сказать, что событие B произошло или, наоборот, точно сказать, что не произошло.

	Несовместные события

	Пусть A и B несовместны, и в результате эксперимента событие A произошло. Что можно сказать о событии B? Посмотрим на диаграмму Эйлера:

[image: image646.png]



Событие B точно не произошло!

	Вложенные события
	Пусть 
[image: image647.wmf]B

A

Í

, и в результате эксперимента событие A произошло. Что можно сказать о B? Посмотрим на диаграмму Эйлера:

[image: image648.png]



Событие B точно произошло!

	
	В этих двух примерах события A и B связаны между собой очень сильно, можно сказать, что они сильно зависимы. А теперь рассмотрим пример совсем другого рода.

	
	

	(
Пример 1.

Два кубика
	Бросают два кубика. Рассмотрим события

A = {на первом кубике выпадет шестерка};

B = {на втором кубике выпадет шестерка}.

Пусть известно, что событие A произошло. Что можно сказать о событии B? Его шансы вообще никак не изменились. Результат эксперимента с первым кубиком не может повлиять на результат эксперимента со вторым. В этом случае разумно считать события A и B независимыми.

	
	

	(
Пример 2.

Делимость на 2 и 3
	Из натуральных чисел от 1 до 10 наудачу выбирают одно число. Рассмотрим события

A = {выбранное число будет делиться на 2};

B = {выбранное число будет делиться на 3}.

Что можно сказать о зависимости этих событий? Казалось бы, делимость на 2 никак не связана с делимостью на 3. Вот если бы речь шла о делимости на 2 и на 4 – тогда другое дело. И, тем не менее, они зависимы. Точнее было бы сказать, они статистически зависимы. 

Чтобы разобраться с этой странной зависимостью, найдем для начала вероятность события B. Из рассматриваемых чисел на 3 делятся три числа – 3, 6 и 9. Отсюда
[image: image649.wmf]10
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Теперь представим себе, что мы получили информацию о том, что выбранное число делится на 2 (т.е. событие A произошло), но само это число осталось неизвестным. Какова теперь вероятность, что оно делится на 3? Поскольку мы точно знаем, что выбранное число делится на 2, то это одно из пяти чисел 2,4,6,8,10. Среди этих чисел на 3 делится только число 6. Следовательно, в этих условиях разумно считать вероятностью события B дробь 
[image: image650.wmf]5
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. 

Мы видим, что 
[image: image651.wmf]10
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, значит, шансы события B уменьшились (правда, очень незначительно – всего на 
[image: image652.wmf]10

1

). Следовательно, события A и B нельзя считать абсолютно независимыми.

Попробуем разобраться, откуда взялась в наших рассуждениях дробь 
[image: image653.wmf]5

1

. Нарисуем события A и B на диаграмме Эйлера:

[image: image654.png]



Фраза «событие A произошло» означает сужение множества всех возможных исходов 
[image: image655.wmf]W

 до множества A. Посмотрим на пересечение событий A и B: 

· если оно пусто (как это было для несовместных событий), то B произойти уже не может, т.к. не осталось благоприятных для него исходов;

· если оно совпадает со всем A (как это было для 
[image: image656.wmf]B
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), то B обязательно произойдет, т.к. все оставшиеся исходы благоприятны для B;

· наконец, если оно не пусто и не совпадает со всем A (как в нашем примере), то новую вероятность события B разумно определить как отношение числа исходов из 
[image: image657.wmf]B
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 к числу исходов из 
[image: image658.wmf]A

; эту вероятность называют условной вероятностью события B при условии, что событие A произошло.

	
	

	Условная вероятность
	Сформулируем теперь определение условной вероятности в общем случае: условной вероятностью события B при условии A (обозначается 
[image: image659.wmf])
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Можно сказать, что условная вероятность B при условии A – это вероятность события B в новых условиях: когда известно, что событие A произошло. Очевидно, что чем больше условная вероятность 
[image: image661.wmf])
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 отличается от безусловной вероятности 
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, тем сильнее 
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 влияет на 
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 (или 
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 зависит от 
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). Если зависимости нет, то 
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 должны совпадать.
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Пример 3.

2 шара из 4
	Из коробки с двумя белыми и двумя черными шарами вынимают друг за другом без возвращения два шара. Рассмотрим события


[image: image669.wmf]1
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= {первый шар белый},


[image: image670.wmf]2
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= {второй шар белый}, 

[image: image671.wmf]2
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= {оба шара белые}.
Что можно сказать о зависимости или независимости событий 
[image: image672.wmf]1
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 и 
[image: image673.wmf]2

A

? Поскольку шары вынимаются без возвращения, то событие 
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, очевидно, влияет на 
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: если 
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 произошло, то шансы 
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 уменьшаются, если нет – увеличиваются. О влиянии 
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 на 
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 говорить довольно непривычно: ведь 
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 происходит раньше, чем 
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. Но в теории вероятностей рассматривают и такую зависимость – она называется статистической. 

Чтобы убедиться в зависимости событий 
[image: image682.wmf]1
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 и 
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 найдем их условные и безусловные вероятности. Вычисление 
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 не составляет труда: из четырех возможных для первого шара исходов два благоприятных, поэтому 
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. С вероятностью 
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 дело обстоит несколько сложнее, хотя почти очевидно, что она тоже равна 
[image: image687.wmf]2

1

 (а чему еще она может равняться, если ситуация абсолютно симметрична относительно черных и белых шаров?). Чтобы найти 
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 найдем общее количество исходов всего опыта – их будет 
[image: image689.wmf]2
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 - и количество благоприятных – только один. Отсюда 
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А теперь найдем условные вероятности событий 
[image: image691.wmf]1
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 и 
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 друг относительно друга:
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[image: image694.wmf]3
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Заметим, что 
[image: image695.wmf])
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 можно было получить гораздо быстрее: ведь это вероятность события 
[image: image696.wmf]2
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 при условии, что 
[image: image697.wmf]1
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 произошло. Если 
[image: image698.wmf]1
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 произошло, то в коробке осталось 3 шара, из которых 1 белый и 2 черных. Вероятность вынуть из такой коробки белый шар будет, разумеется, 
[image: image699.wmf]3
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.  А вот найти 
[image: image700.wmf])

|

(

2

1

A

A

P

 можно только по определению – как мы это и сделали. Итак окончательно получили:
Безусловная вероятность

Условная вероятность
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Как видим, условные вероятности существенно отличаются от безусловных, что подтверждает нашу гипотезу о зависимости между 
[image: image705.wmf]1
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 и 
[image: image706.wmf]2

A

.
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Пример 4.

Задача о разделе ставки
	Одной из первых задач, приведших к понятию условной вероятности, была знаменитая задача о разделе ставки. Впервые она встречается еще у итальянского математика XV в. Луки Пачоли. Ее решением занимались впоследствии Паскаль, Ферма и другие великие математики прошлого.
Суть задачи состоит в справедливом разделении ставки между двумя игроками, если игра была прервана до ее окончания. Вот одна из простейших формулировок этой задачи: двое играют в орлянку до 6 очков и делают ставку по 11 дукатов каждый. В связи с некоторыми обстоятельствами игра прерывается при счете 5:3. Спрашивается, какую часть общей ставки в 22 дуката должен получить каждый игрок?
Пачоли предлагает разделить ставку пропорционально набранным очкам, т.е. в отношении 5:3:
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 дуката – первый игрок;
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 дуката – второй игрок.
Решим эту задачу, используя понятие условной вероятности. Пусть событие 
[image: image709.wmf]1
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 состоит в том, что всю игру доведет до победы первый игрок, а 
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 - второй. Обозначим через 
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 событие, состоящее в том, что после восьми проведенных партий счет оказался 5:3 в пользу первого игрока, и найдем 
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Будем считать, что первый игрок ставит на орла (О), второй – на решку (Р). Тогда
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Поэтому ставка должна быть разделена в отношении 7:1:
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 дуката – первый игрок;
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 дуката – второй игрок.

	
	

	Независимость событий
	Итак, для любых событий A и B мы ввели понятие условной вероятности B относительно A следующим образом:
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предполагая при этом, что 
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. Вполне естественно считать, что событие B не зависит от события A, если его вероятность не изменяется после наступления A, то есть его условная вероятность равна безусловной:
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Перепишем последнее равенство, подставив в него 
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 из предыдущей формулы:
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К тому же результату мы придем, если предположим, что A не зависит от B:
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Последнее равенство удобно тем, что оно симметрично относительно событий A и B. В теории вероятностей его и принимают за определение независимости: случайные события A и B называются независимыми, если вероятность их произведения равна произведению вероятностей:
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Аналогично можно определить независимость трех, четырех и более событий. Для этого требуют, чтобы вероятность пересечения любого набора этих событий равнялась произведению соответствующих вероятностей.

Последнее равенство называют еще формулой умножения вероятностей для независимых событий. Его часто используют в задачах, где требуется найти вероятность пересечения независимых событий.

	
	

	(
Пример 5.

Делимость на 2 и 5
	Из натуральных чисел от 1 до 10 наудачу выбирают одно число. Рассмотрим события

A = {выбранное число будет делиться на 2};

B = {выбранное число будет делиться на 3};

C = {выбранное число будет делиться на 5}.

Разбирая пример 2, мы уже выяснили, что события A и B зависимы, т.к.
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Можно ли утверждать то же самое для A и C? Для ответа на вопрос представим эти события как множества благоприятных исходов:
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Отсюда
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Поскольку 
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, то события A и C независимы. Как видите, понятие статистической зависимости и независимости далеко не всегда опирается только на здравый смысл и интуицию!

	
	

	Когда независимость следует из условия
	Однако не всегда и не все так плохо. Бывают задачи, в которых независимость событий можно предполагать, исходя из самих условий проведения эксперимента. 

С одним таким примером мы уже сталкивались, когда рассматривали опыт с подбрасыванием двух кубиков. Понятно, что поведение одного кубика в таком опыте никак не может повлиять на поведение другого. Поэтому любое событие, связанное с одним кубиком, статистически независимо от любого события, связанного с другим. Такая же ситуация возникает, когда подбрасывают несколько монет, кнопок и т.д.
Несколько сложнее обстоит дело с многократным подбрасыванием одного и того же кубика. Существует убеждение, что у природы есть память: результат следующего бросания, хотя и несильно, но все же зависит от предыдущих. На этом основана, например, такая уверенность: если при бросании монеты много раз подряд выпадал орел, то вероятность появления в следующем бросании решки увеличивается. Такая убежденность не имеет ничего общего с действительностью и опровергается как теоретическими положениями, так и результатами реальных статистических экспериментов.

Наконец, есть целая категория задач, в которых независимость приходится предполагать для того, чтобы хоть как-то решить задачу. Другими словами, если ее не предполагать, то задачу вообще решить нельзя. Разумеется, предположение о независимости должно быть при этом не слишком далеко от истины.

	
	

	(
Пример 6.

Охота на вальдшнепов
	Каждый из двух охотников попадает в цель с вероятностью 0,4. Они одновременно выстрелили в одного и того же вальдшнепа. С какой вероятностью вальдшнеп уцелеет? 
Чтобы вальдшнеп уцелел, должны одновременно произойти два события:


[image: image735.wmf]1

A

= {первый охотник промахнулся}  и 
[image: image736.wmf]2

A

= {второй охотник промахнулся}.

Вероятность их пересечения можно найти только в том случае, если предположить, что эти события независимы:
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В описанной ситуации это предположение недалеко от истины, а без него задача вообще не решается!

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Если событие B невозможное, то условная вероятность 
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· равна 0;

· равна 1;

· не существует.

	
	

	Вопрос №2

	Равенство 
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событий A и B.

	
	

	Вопрос №3

	Если события A и B независимы, то:
· 
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	Вопрос №4

	Известно, что 
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	Вопрос №5

	Известно, что 
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 и события A и B независимы. Чему равна 
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	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Кубик бросают дважды. С какой вероятностью во второй раз на нем выпадет больше очков, чем в первый, если известно, что в первый раз на нем выпало 2 очка? 

	
	

	(
Задание №2
	Кубик бросают дважды. Рассмотрим следующие события, связанные с этим экспериментом:


[image: image751.wmf]=

A

{во второй раз выпало больше очков, чем в первый};
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{в первый раз выпало k очков}.
Найдите безусловную вероятность 
[image: image753.wmf])
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 и условные вероятности 
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) для каждого k от 1 до 6. Сравните их между собой. Как изменяется условная вероятность с увеличением k?

	
	

	(
Задание №3
	Для экзамена по теории вероятностей подготовлены 10 билетов, из которых 5 считаются трудными. Студенты по очереди заходят в аудиторию и вытаскивают билеты. Рассмотрим события:

A={1-й студент вытащит легкий билет};

B={2-й студент вытащит легкий билет}.

Найдите следующие вероятности и сравните их между собой:

P(A); P(B|A); P(B); P(A|B)

	
	

	(
Задание №4
	Студент знает 20 из 25 вопросов программы. Зачёт считается сданным, если студент ответит на все три предложенных ему вопроса. Какова вероятность того, что: 
а) зачёт будет сдан; 
б) зачёт будет сдан, если известно, что на первый вопрос студент уже ответил;

в) зачёт будет сдан, если известно, что на первые два вопроса студент уже ответил.
Сравните полученные вероятности между собой.

	
	

	(
Задание №5
	Известно, что 5% новорожденных мальчиков и 1% новорожденных девочек рождаются дальтониками. С какой вероятностью наугад выбранный дальтоник окажется мальчиком? С какой вероятностью наугад выбранный мальчик окажется дальтоником? Вероятности рождения мальчика и девочки считайте одинаковыми.

	
	

	(
Задание №6
	Монету бросают пять раз. Вова побеждает, если орлов выпадет больше, Оля – если решек. 

а) Найдите шансы на выигрыш для каждого из игроков.

б) При первом бросании выпал орел. Как изменились при этом шансы игроков на выигрыш?

	
	

	(
Задание №7
	Во время футбольного матча Россия-Англия выяснилось, что из 22-х игроков на поле 18 знают английский язык и 14 – русский (некоторые могут знать и тот, и другой). Случайный игрок на поле заговорил по-русски. С какой вероятностью он знает английский язык?

	
	

	(
Задание №8
	Будем считать, что вероятности рождения мальчика и девочки одинаковы.

а) Какова вероятность, что в семье из четырех детей мальчиков и девочек поровну? Мальчиков больше, чем девочек? Девочек больше, чем мальчиков?

б) Оказалось, что у случайно выбранного мальчика в семье четверо детей. Какова вероятность, что в его семье мальчиков и девочек поровну? Мальчиков больше, чем девочек? Девочек больше, чем мальчиков?
Сравните между собой вероятности, полученные в пунктах а) и б).

	
	

	(
Задание №9
	Из коробки, в которой 2 красных и 2 синих шара, достают наугад 2 шара без возвращения. Рассмотрим события:

A={первый шар красный};

B={второй шар красный};

C={оба шара красные};
D={среди вынутых шаров нет красных}.
Какие из них попарно независимы?

	
	

	(
Задание №10
	Из коробки, в которой 2 красных и 2 синих шара, достают наугад 2 шара с возвращением. Рассмотрим события:

A={первый шар красный};

B={второй шар красный};

C={оба шара красные};
D={среди вынутых шаров нет красных}.
Какие из них попарно независимы?

	
	

	(
Задание №11
	Из чисел от 1 до N наугад выбирают одно число. Выясните, будут ли независимыми события
A = {выбранное число делится на 2};

B = {выбранное число делится на 3};

при N = 10, 11, 12?

	
	

	(
Задание №12
	Бросают два кубика. Рассмотрим события:

A = {на первом кубике выпадет шестерка};

B = {на втором кубике выпадет шестерка};

C={на первом выпадет больше, чем на втором};

D={на кубиках выпадет равное количество очков}.
Какие из них попарно независимы?

	
	

	(
Задание №13
	Бросают кубик. Рассмотрим события:
A={выпадет четное число};

B={выпадет нечетное число};

C={выпадет простое число};

D={выпадет число больше 2}.
Какие из них попарно независимы?

	
	

	(
Задание №14
	Бросают два кубика. Рассмотрим события:
A={на первом кубике выпадет 6 очков};

B={на втором кубике выпадет 6 очков};

C={в сумме выпадет четное число};

D={в сумме выпадет  число 12}.

Какие из них попарно независимы?

	
	

	(
Задание №15
	Бросают два кубика. Рассмотрим события:

А={на первом кубике выпадет 2 очка};

B={на втором кубике выпадет 4 очка};

C={в сумме выпадет 7 очков}.

Докажите, что они попарно независимы, но зависимы в совокупности.

	
	

	(
Задание №16
	Задача о разделе ставки. Эту задачу решал Блез Паскаль. Двое играют в игру до победы в трех партиях. Перед игрой они сделали денежные ставки по 32 пистоли. Тот, кто первым выигрывает 3 партии, должен забрать все 64 пистоли. Но при счете 2:1 игру пришлось прервать. По сколько денег должен забрать каждый игрок?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	СТАРИННЫЕ ЗАДАЧИ
	Задача о разделе ставки одна из самых знаменитых, но далеко не единственная задача, известная с далеких времен. Именно с обсуждения таких задач начала зарождаться теория вероятностей. Попробуйте с помощью литературных источников и сети Интернет разыскать еще несколько таких задач, выясните, какие ученые принимали участие в их решении. Если сможете, решите какие-то из них самостоятельно.


7.6. Формула умножения вероятностей
Формула умножения для независимых событий
Пример 1. Бросаем кнопку
Пример 2. Точно в цель
Пример 3. Биатлон

Формула умножения в общем случае
Пример 4. Одноцветные и разноцветные

Пример 5. Оба вопроса известны

Вероятность суммы независимых событий

"Хотя бы одно произойдет..."

Пример 6. Хотя бы одна шестерка

Пример 7. Хотя бы один выиграет

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Формула умножения для независимых событий
	В параграфе 7.4 мы рассмотрели формулу сложения вероятностей в двух ее видах – для несовместных событий и для произвольных. Такая же ситуация с формулой умножения вероятностей, которая позволяет найти вероятность пересечения событий. Она также имеет две разновидности – для независимых событий и для произвольных.

Формула умножения вероятностей для независимых событий выглядит так:
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и является, как вы помните, определением независимости. В конце предыдущего параграфа мы уже обсуждали «порочный круг», возникающий при использовании этой формулы: чтобы применить ее для вычисления  
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, нужно доказать независимость событий 
[image: image757.wmf]A

 и 
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; а чтобы доказать независимость, нужно найти 
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 (без всякой формулы умножения!) и проверить, что эта вероятность равна произведению 
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Но, как уже говорилось, дело обстоит не так плохо – независимость можно установить и без проверки определения, исходя из условий самого опыта.

	
	

	(
Пример 1.

Бросаем кнопку
	Вероятность, что при подбрасывании некоторая кнопка упадет «на шляпку» (т.е. острием вверх) составляет 0,6. Кнопку подбрасывают три раза. С какой вероятностью все три раза она упадет «на шляпку»?

Если обозначить через 
[image: image761.wmf]3
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 выпадение «на шляпку» при 1-м, 2-м, 3-м бросании, то интересующее нас событие 
[image: image762.wmf]A

 будет пересечением этих событий:
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Очевидно, события 
[image: image764.wmf]3
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 независимы, поэтому 
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	(
Пример 2.

Точно в цель
	Стрелок попадает в цель с вероятностью 
[image: image766.wmf]5

4

. Какова вероятность, что из четырех сделанных им выстрелов, по крайней мере, три попадут в цель?
Если обозначить через 
[image: image767.wmf]4
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 попадание в цель соответственно 1-го, 2-го, 3-го и 4-го выстрелов, то событие 
[image: image768.wmf]A

 можно записать так (не пугайтесь длинной формулы – она описывает все ситуации, при которых в цель попадают четыре или три выстрела):
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Чтобы вычислить 
[image: image770.wmf])
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 придется применить целых три формулы: формулу сложения для несовместных событий, формулу умножения для независимых событий и, наконец, формулу вероятности противоположного события:
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Пример 3.

Биатлон
	На очередном огневом рубеже биатлонисту дается четыре патрона, которыми он должен поразить три мишени. С какой вероятностью он поразит все мишени, если вероятность попадания каждым выстрелом равна 
[image: image772.wmf]5

4

?

Задача очень похожа на предыдущую: только теперь после трех точных выстрелов биатлонист уже не использует четвертый патрон. Поэтому интересующее нас событие 
[image: image773.wmf]A

 запишется через те же события 
[image: image774.wmf]4
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 уже по-другому:
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Откуда
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Мы получили тот же ответ. Ничего удивительного в этом нет: несмотря на разницу в сюжетах, речь в этих задачах, по существу, идет об одном и том же событии!

	
	

	Формула умножения в общем случае
	Формула умножения вероятностей для произвольных событий выглядит так:
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и получается непосредственно из определения условной вероятности. Отметим, что пользоваться ею можно только в том случае, если событие A имеет ненулевую вероятность (иначе будет не определена условная вероятность).

В этой формуле, как и в предыдущей для независимых событий,  есть некий порочный круг: сначала мы ввели определение условной вероятности как отношения 
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, а теперь предлагаем вычислять вероятность пересечения через условную вероятность. Но, как и с независимостью событий, здесь есть простое объяснение: формулой умножения можно пользоваться, если условную вероятность 
[image: image779.wmf])
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 можно посчитать, минуя ее формальное определение: как вероятность события B в новых условиях, возникших после наступления события A. 

	
	

	(
Пример 4.

Оба вопроса известны
	Ученик подготовил к экзамену 15 вопросов из 20-ти. С какой вероятностью в билете, который содержит два вопроса, он будет знать оба вопроса? Рассмотрим два события:


[image: image780.wmf]A

= {Ученик знает первый вопрос}; 
[image: image781.wmf]B

= {Ученик знает второй вопрос}.

Очевидно, что в задаче требуется найти вероятность их пересечения. Воспользуемся для этого формулой произведения вероятностей:
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Дробь 
[image: image783.wmf]19

14

 возникает здесь, как вероятность события 
[image: image784.wmf]B

 в новых условиях: событие 
[image: image785.wmf]A

 произошло, значит осталось 19 вопросов, из которых студент выучил 14.

	
	

	(
Пример 5.

Одноцветные и разноцветные
	Из коробки, в которой 2 красных, 2 желтых и 2 зеленых шара вытаскивают 2 шара. С какой вероятностью оба шара будут красными? С какой вероятностью они будут одного цвета? Разного цвета?
Пусть


[image: image786.wmf]1

A

 = {1-й шар красный};   

[image: image787.wmf]2

A

 = {2-й шар красный}.


[image: image788.wmf]A

 = {оба шара красные};  


[image: image789.wmf]B

 = {шары одного цвета};   

[image: image790.wmf]C

 = {шары разного цвета}.   
Для вычисления 
[image: image791.wmf])
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 используем формулу умножения вероятностей:
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А для вычисления 
[image: image793.wmf])
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 и 
[image: image794.wmf])
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 вспомним еще две формулы – сложения вероятностей для несовместных событий и вероятность противоположного события:
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P{оба красные} + P{оба желтые} + P{оба зеленые} = 
[image: image796.wmf]5
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	Вероятность суммы независимых событий
	В заключение, выведем еще одну замечательную формулу, которая позволит нам находить вероятность объединения независимых событий. Пусть события A и B независимы. Тогда
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Доказательство основано на следующем замечательном равенстве
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которое несложно получить с помощью элементарных рассуждений или диаграммы Эйлера. Используя формулу вероятности противоположного события и независимость 
[image: image800.wmf]A

 и 
[image: image801.wmf]B

, получаем:
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Формула легко обобщается на случай произвольного числа событий, независимых в совокупности:
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	«Хотя бы одно произойдет…»
	Приведенную формулу удобно использовать в задачах, где требуется найти вероятность того, что произойдет хотя бы одно из нескольких независимых событий, например:

· при бросании нескольких монет выпадет хотя бы один орел;

· при бросании нескольких кубиков выпадет хотя бы одно шестерка;

· из нескольких независимых выстрелов хотя бы один попадет в цель;

· из нескольких лотерейных билетов хотя бы один выиграет и т.д.

Но прежде, чем ее применять, не забудьте еще раз убедиться в независимости перечисленных событий!

	
	

	(
Пример 6.

Хотя бы одна шестерка
	Какова вероятность, что при подбрасывании шести кубиков выпадет хотя бы одна шестерка? 

Обозначим через 
[image: image804.wmf]6
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 события, состоящие в том, что шестерка выпадает на 1-м, 2-м, …,  6-м кубике соответственно. Тогда интересующее нас событие 


[image: image805.wmf]=

A

{шестерка выпадет хотя бы на одном из кубиков}
можно записать как
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Поскольку события 
[image: image807.wmf]6
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, очевидно, независимы, то 
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	(
Пример 7.

Хотя бы один выиграет
	Билет лотереи «Спринт» выигрывает с вероятностью 0,3. Коля купил сразу три таких билета. Какова вероятность, что хотя бы один из них выиграет?

Обозначим через 
[image: image809.wmf]3
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 события «выиграет 1-й билет», «выиграет 2-й билет» и «выиграет 3-й билет». В задаче нужно найти вероятность их объединения. События можно считать независимыми, поэтому
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	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Ира любит ходить со своей мамой по магазинам, потому что приблизительно в 80% случаев ей удается уговорить ее купить очередную игрушку. Вероятность того, что мама возьмет завтра Ирину с собой в магазин, равна 0,6. Какова вероятность, что у Ирины появится новая игрушка? 

	
	

	Вопрос №2

	Вероятность того, что читатель газеты «Все для вас» прочтет некое рекламное объявление составляет 0,5. Вероятность, что эта реклама «подействует» - около 0,02. Какой процент читателей газеты купят рекламируемый в этом объявлении товар?

	
	

	Вопрос №3

	Фирма обслуживает три отопительных установки. Вероятность того, что первая установка потребует ремонта в течение месяца равна 0,6; вторая – 0,7; третья – 0,8. Найдите вероятность того, что в течение месяца ни одна из установок не потребует ремонта.

	
	

	Вопрос №4

	Больной с подозрением на некоторое заболевание проходит 3 разных обследования: рентгенографию, УЗИ и томографию. Рентгенография выявляет имеющееся заболевание с вероятностью 0,5; УЗИ – 0,7; томография – 0,9. С какой вероятностью заболевание, имеющееся у этого пациента, будет обнаружено?

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Из коробки, в которой 4 белых и 6 черных шаров, достают один за другим два шара. Найти вероятность того, что первый вынутый шар будет белым, а второй – черным, если:

а) первый шар не возвращается обратно в коробку;

б) первый шар возвращается обратно в коробку.

	
	

	(
Задание №2
	Из коробки, в которой 4 белых и 6 черных шаров, достают одновременно два шара. Какая комбинация шаров при этом наиболее вероятна: белый-белый, белый-черный или черный-черный? Для ответа на вопрос найдите все три этих вероятности и сравните их между собой.

	
	

	(
Задание №3
	Экспериментально было установлено, что канцелярская кнопка падает на пол острием вверх с вероятностью 0,6, а острием вниз -  с вероятностью 0,4. С какой вероятностью подброшенные вверх 2 кнопки упадут на одну и ту же сторону? Сравните этот результат с подбрасыванием двух монет. Попробуйте объяснить разницу.

	
	

	(
Задание №4
	На матче «Спартак»-«Динамо» около 50% всех присутствующих болеют за «Спартак», около 30% - за «Динамо», и 20% не болеют ни за одну из команд. С какой вероятностью два случайно выбранных зрителя болеют за разные команды?

	
	

	(
Задание №5
	В первой урне находятся три зеленых, пять красных и семь синих шаров, во второй урне – два зеленых, четыре красных и девять синих шаров. Из каждой урны наудачу извлекают по одному шару. Найдите вероятность того, что они будут одного цвета.

	
	

	(
Задание №6
	В шкафу находятся 4 пары ботинок с 42-го по 45-й размеры. Из них случайно выбирают два ботинка. С какой вероятностью это окажется пара 45-го размера? 

	
	

	(
Задание №7
	Абонент забыл последнюю цифру номера телефона и набирает её наудачу. Определите вероятность того, что он наберёт нужный номер не более, чем за три попытки.

	
	

	(
Задание №8
	У Володи на связке 3 ключа, из которых к замку подходит только один. С какой вероятностью он откроет замок с первой попытки? Со второй? С третьей?

	
	

	(
Задание №9
	Вероятность попадания в мишень при одном выстреле у каждого из двух стрелков равна 0,3. Они стреляют по очереди, причём каждый может сделать по два выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. Найти вероятности получения приза для каждого из стрелков и вероятность того, что приз вообще не будет вручён.

	
	

	(
Задание №10
	Вероятность попадания в мишень при одном выстреле у первого стрелка равна 
[image: image811.wmf]p

, а у второго - 
[image: image812.wmf]q

. Они стреляют по очереди, причём каждый может сделать по два выстрела. Попавший в мишень первым получает приз. При каком соотношении между
[image: image813.wmf]p

 и 
[image: image814.wmf]q

 приз с равной вероятностью достанется любому из двух стрелков? 

	
	

	(
Задание №11
	В новогоднем подарке лежат 3 «Красных шапочки» и 2 «Мишки косолапых». Петя, не глядя, извлекает из подарка по одной конфете и съедает. С какой вероятностью «Мишки» закончатся раньше?

	
	

	(
Задание №12
	Студент подготовил к зачету 15 вопросов из 20-ти. Преподаватель Строгачев задает три вопроса и ставит зачет за три правильных ответа. Преподаватель Середняков задает два вопроса и ставит зачет за два правильных ответа. Преподаватель Добряков задает три вопроса и ставит зачет за два правильных ответа. Найдите для этого студента вероятность получить зачет у каждого из перечисленных преподавателей.

	
	

	(
Задание №13
	Два стрелка сделали по одному выстрелу по мишени. Вероятность попадания для первого стрелка – 0,7, для другого – 0,6. Какова вероятность, что:

а) оба промахнутся;

б) оба попадут;

в) хотя бы один попадет;

г) хотя бы один промахнется.

	
	

	(
Задание №14
	Из посаженных весной саженцев груши принимается около 80%. Какова вероятность, что из пяти посаженных деревьев примется хотя бы одно? Примутся все пять? Сколько их скорее всего примется?

	
	

	(
Задание №15
	Билет лотереи «Спринт» выигрывает с вероятностью 0,3. Коля купил сразу три таких билета. Какова вероятность, что хотя бы один из них выиграет?

	
	

	(
Задание №16
	Среди билетов лотереи «Спринт» около 20% выигрышных. Сколько билетов нужно купить, чтобы вероятность хоть что-нибудь выиграть была больше 0,5?

	
	

	(
Задание №17
	Какое минимальное количество монет надо взять, чтобы вероятность получения хотя бы одного орла при их подбрасывании была больше 0,99?

	
	

	(
Задание №18
	Какое минимальное количество кубиков надо взять, чтобы вероятность получения хотя бы одной шестерки при их подбрасывании была больше 0,99?

	
	

	(
Задание №19
	12 мальчишек делятся по жребию на две команды для игры в хоккей. С какой вероятностью Миша и Андрей попадут в одну команду?

	
	

	(
Задание №20
	Проводится серия испытаний с подбрасыванием монеты. Найдите и сравните вероятности событий: 

A={после 2 испытаний число выпавших «орлов» равно числу «решек»};

B={после 3 испытаний число выпавших «орлов» равно числу «решек»};

C={после 20 испытаний число выпавших «орлов» равно числу «решек»};

Как вы думаете, как будет вести себя эта вероятность с ростом числа испытаний?

	
	

	(
Задание №21*
	Группе школьников, которая едет отдыхать в летний лагерь, закуплено 30 мест в разных вагонах: 15 в первом, 8 во втором и 7 в третьем. Какова вероятность, что Петя и Света попадут в один вагон?

	
	

	(
Задание №22*
	В ящике четыре детали – две исправные и две бракованные. Из ящика наугад вынимают по одной детали, пока не извлекут все бракованные. Сколько деталей, вероятнее всего, будет при этом извлечено?

	
	

	(
Задание №23*
	Двое игроков поочерёдно бросают монету. Выигрывает тот из них, у кого раньше появится герб. Найдите вероятности выигрыша для каждого из игроков.  

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ

	В теории вероятностей хорошо известна так называемая формула полной вероятности. В простейшем случае она выглядит так: если два события 
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 и 
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 таковы, что 
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, то для любого события 
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 справедливо равенство:
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Докажите эту формулу. Проверьте ее справедливость на каких-нибудь рассмотренных ранее примерах.


Глава 8
[image: image821.jpg]



Геометрическая вероятность
Мы уже научились вычислять вероятности событий в опытах, имеющих конечное число равновозможных исходов. Для этого не требуется проводить никаких экспериментов - нужно всего лишь правильно посчитать количество всех возможных исходов опыта и количество исходов, благоприятных для данного события.

А как быть, если этих исходов бесконечно много? Такая ситуация часто возникает в задачах, связанных со случайным выбором точки на прямой, плоскости или в пространстве. Формула классической вероятности здесь уже неприменима. В этой главе мы узнаем, как можно и в этом случае вычислить вероятность без обращения к опыту.
8.1. Геометрическая вероятность на прямой и на плоскости
Опыты с бесконечным числом исходов

Пример 1. Случайная точка на карте

Случайная точка на плоскости

Пример 2. Круг в квадрате    

Пример 3. "Независимые" прямоугольники

Пример 4. Форма и расположение

Пример 5. Мишень

Вероятность попадания на линию 

Случайная точка на прямой

Пример 6. Сколько толкать автомобиль?    

Пример 7. В случайном направлении

Пример 8. Рулетка

Случайная точка в пространстве

Пример 9. Случайная точка в кубе 

Еще раз о геометрической вероятности...

... и о вероятности попадания в точку

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Опыты с бесконечным числом исходов
	В главе 3 мы научились вычислять вероятности событий в опытах, имеющих конечное число равновозможных исходов. Для этого не требуется проводить никаких экспериментов - нужно всего лишь правильно посчитать количество всех возможных исходов опыта и количество исходов, благоприятных для данного события.

А как быть, если этих исходов бесконечно много? Такая ситуация возникает в некоторых геометрических задачах, связанных со случайным выбором точки на прямой, плоскости или в пространстве - вспомните, например, опыт со стрельбой по мишени или бросанием монеты на тетрадный лист. Формула классической вероятности здесь уже неприменима. Посмотрим, как все же и в этом случае вычислить вероятность без обращения к опыту.

	
	

	(
Пример 1.

Случайная точка на карте
	Выберем на географической карте мира случайную точку (например, зажму​рим глаза и покажем в нее указкой). Какова вероят​ность, что эта точка окажется в России? Очевидно, для ответа на вопрос нужно знать, какую часть всей карты занимает Россия. Точнее, какую часть всей площади карты составляет площадь России. Отношение этих площадей и даст искомую вероятность. 

	
	

	Случайная точка на плоскости

	Такую же картину мы имеем и в общем случае, когда в некоторой ограниченной области плоскости 
[image: image822.wmf]W

 случайно выбирается точка:


[image: image823]
Если считать, что попадание в любую точку области 
[image: image824.wmf]W

 равновозможно, то вероятность попадания случайной точки в заданное множество A будет равна отношению площадей
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(через P мы, как и раньше, обозначаем вероятность, а через S — площадь). Если A имеет нулевую площадь, то вероятность по​падания в A равна нулю. Например, вероятность попа​дания на отрезок или в конкретную точку будет нулевой. Такое определение вероятности называется геометри​ческим.
Ситуация напоминает классическое определение вероятности: как и там, здесь важна равновозмож​ность всех исходов, т. е. всех точек области. Но теперь число исходов эксперимента бесконечно, поэтому приходится считать не их количество, а занимаемую ими площадь. 

	
	

	(
Пример 2.

Круг в квадрате    
	В квадрат со стороной 
[image: image826.wmf]a

 бросают случайную точку. Какова вероятность, что она попадет во вписанный в этот квадрат круг?
Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо найти площадь всей области 
[image: image827.wmf]W

 (квадрат) и площадь благоприятной области 
[image: image828.wmf]A

 (вписанный круг), а затем поделить 
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Как и следовало ожидать, полученный результат не зависит от 
[image: image834.wmf]a

.

	
	

	(
Пример 3.

«Независимые» прямоугольники
	В единичном квадрате расположены два прямоугольника 
[image: image835.wmf]1
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 и 
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 так, как показано на рисунке. Покажем, что при любых 
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 события

[image: image838.wmf]=
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{случайная точка попадет в первый прямоугольник} и


[image: image839.wmf]=

B

{случайная точка попадет во второй прямоугольник}
будут независимыми. Найдем все неизвестные вероятности, исходя из геометрического определения:

[image: image840.wmf]a

a

A

P

=

×

=

1

1

)

(

; 


[image: image841.wmf]b

b

B

P

=

×

=

1

1

)

(

;

[image: image842.wmf]b

a

b

a

B

A

P

×

=

×

=

Ç

1

)

(

.

Отсюда видно, что 
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, а значит, события 
[image: image844.wmf]A

 и 
[image: image845.wmf]B

 независимы.

	
	

	(
Пример 4.

Форма и расположение
	В этом примере вы видите внутри единичного квадрата несколько разных фигур – многоугольников и кругов – с одинаковой площадью, равной 0,25. Запустив серию экспериментов по выбору случайной точки, вы можете еще раз убедиться, что вероятность попадания случайной точки в любую из этих фигур равна 
[image: image846.wmf]4

1

 и не зависит ни от формы, ни от расположения фигур.

	
	

	(
Пример 5.

Мишень
	Рассмотрим уже знакомый нам пример, в котором стрелок, не целясь, делает выстрел по круглой мишени. Вся мишень разбита на 10 концентрических колец одинаковой толщины 
[image: image847.wmf]h

, за попадание в каждое из которых он получает от 1 до 10 очков. Как найти вероятность, с которой будет выбито определенное количество очков?

Пользуясь геометрическим определением, вычислим вероятность выбить 
[image: image848.wmf]k

 очков, как отношение площади 
[image: image849.wmf]k

-го кольца к площади всего круга:
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Для сравнения можно вычислить 
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	Вероятность попадания на линию 
	Вернемся к примеру, в котором мы наугад указывали точку на карте мира. Какова вероятность попасть при этом в Гринвичский мериди​ан? Как ни странно, придется по​ложить ее равной нулю, т.к. площадь меридиана равна нулю (это ведь линия, а не фигура: у нее есть только длина). На самом деле ничего странного в этом факте нет — попасть указкой точно в ме​ридиан невозможно.

	Случайная точка на прямой
	Но бывают задачи, в которых сама случайная точка выбирается не на плоскости, а на линии – на отрезке, окружности и т.д. Тогда, по условиям эксперимента мы всегда попадаем в область нулевой площади. Как же быть в этом случае? Ответ почти очевиден – вместо площади для вычисления вероятности нужно брать длину:
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где 
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 - длина той линии, на которой выбирается случайная точка, а 
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 - длина той ее части, на которую мы хотим попасть. 

	
	

	(
Пример 6.

Сколько толкать автомобиль?    
	На автомобильной магистрали через каждые 20 км установлены станции технического обслуживания. Какова вероятность, что сломавшийся на трассе автомобиль придется толкать до ближайшей станции больше 1 км? 

На языке геометрической вероятности мы имеем дело с выбором случайной точки на отрезке длиной 20 км. Благоприятными для нашего события исходами будут точки, отстоящие от концов отрезка не более, чем на 1 км:
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Заметим, что магистраль может и не быть прямой линией – тогда точка выбирается уже не на отрезке, а на кривой. Но поскольку вероятность зависит только от длины, то ответ не изменится.

	
	

	(
Пример 7.

В случайном направлении    
	Из начала координат в случайном направлении выпускается луч. С какой вероятностью он пересечет отрезок с концами в точках (1;0) и (1;1)?
Построим какую-нибудь окружность с центром в начале координат (например, единичную). Тогда выбор случайного направления равносилен выбору случайной точки на этой окружности. Благоприятными для нашего события точками будут все точки дуги, отмеченной на рисунке. Остается найти отношение длины дуги к длине всей окружности:
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	(
Пример 8.

Рулетка
	Известным примером устройства для выбора случайного направления служит так называемая рулетка (волчок, вертушка). В центре рулетки закреплена стрелка, которая раскручивается и останавливается в случайном положении (такую вертушку легко изготовить самому с помощью куска картона, кнопки и английской булавки с «ушком»).

Круг рулетки разбит на секторы разной величины. Чтобы найти вероятность того, что стрелка вертушки остановится на каком-либо секторе, достаточно вычислить длину ограничивающей его дуги и поделить ее на длину всей окружности. Легко сообразить, что радиус окружности, входящий в числитель и знаменатель дроби, при этом сократится, поэтому вместо отношений длин можно пользоваться отношением соответствующих углов:
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	Случайная точка в пространстве

	Точно так же, как для плоскости и прямой, можно определить геометрическую ве​роятность в пространстве - вместо площадей здесь надо брать объемы тел:
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	(
Пример 9.

Случайная точка в кубе 
	Внутри куба с длиной ребра 
[image: image860.wmf]a

 выбирается случайная точка. С какой вероятностью расстояние от этой точки до поверхности куба будет меньше 
[image: image861.wmf]10
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Неблагоприятным для нашего события множеством точек будет куб с ребром 
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, расположенный в центре основного куба. Благоприятным – то, что останется после его удаления. Таким образом, искомая вероятность будет
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	Еще раз о геометрической вероятности …
	Таким образом, общую ситуацию, связанную с геометрическим определением вероятности можно описать следующим образом. Имеется некоторая область 
[image: image864.wmf]W

 на прямой (на плоскости, в пространстве). В этой области наугад выбираются случайные точки так, что вероятность попадания точки в любую часть 
[image: image865.wmf]A

 области 
[image: image866.wmf]W

 пропорциональна ее длине (площади, объему) и не зависит от расположения и формы подобласти 
[image: image867.wmf]A

. Тогда вероятность попадания точки в область 
[image: image868.wmf]A

 можно вычислить по одной из формул:
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- длина) - для случайной точки на прямой;
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[image: image872.wmf]S

 - площадь) - для случайной точки на плоскости;
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[image: image874.wmf]V

 - объем) - для случайной точки в пространстве.

Только не смешивайте в одной формуле длину, площадь и объем!

	… и о вероятности попадания в точку

	Геометрическая модель вероятности, несмотря на кажущуюся простоту и естественность, может вызвать недоуменный вопрос: если вероятность попасть в любу точку области равна 0, как же мы все-таки туда попадаем? Каким образом из точек, имеющих нулевую вероятность, складывается область ненулевой вероятности? Получается как в том анекдоте: 

«- Сколько стоит одна капля сока? - Нисколько. – Ну, накапайте стаканчик…»

На самом деле на это есть вполне понятный и обоснованный ответ. Мы знаем, что если событие A невозможно, то 
[image: image875.wmf]0
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. Но обратное утверждение неверно: из того, что 
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 еще не следует, что событие A невозможно. Ничто не мешает ему осуществиться в одном или нескольких опытах – его относительная частота при этом все равно будет стремиться к 0. Таким образом, события нулевой вероятности вполне могут происходить в единичных опытах, что мы и наблюдаем в геометрической модели.

	
	

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	На отрезок [-2; 2] бросают случайную точку. Какова вероятность, что ее координата будет:
а) положительной?

б) больше 1?

в) равна 0?

	
	

	Вопрос №2

	В квадрат со стороной, равной 2, бросают случайную точку. С какой вероятностью она попадет на одну из диагоналей квадрата?

	
	

	Вопрос №3

	В круг радиуса 2, бросают случайную точку. С какой вероятность расстояние от этой точки до центра круга будет 
а) равно 1?

б) меньше 1?

в) больше 1?

г) больше или равно 1?



	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	На шахматной доске случайным образом выбирают точку. Какова вероятность, что она попадет:

а) на белую клетку; 

б) на черную клетку; 

в) на границу черной и белой клеток?

	
	

	(
Задание №2
	В квадрате со стороной 10 см наугад выбирается точка. С какой вероятностью расстояние от этой точки до центра квадрата будет: а) меньше 5см? б) равно 5см? в) больше 5см?

	
	

	(
Задание №3
	Малыш наугад показывает пальцем точку на глобусе. Какова вероятность, что он попадет:

а) в Россию;

б) в Тихий океан;

в) в Восточное полушарие?

У к а з а н и е:  для решения этой задачи вам придется обратиться к энциклопедии или учебнику географии.

	
	

	(
Задание №4
	Реклама на канале «МММ» занимает около 20% времени телевизионных трансляций. Какова вероятность, что, переключив телевизор на этот канал, вы попадете на рекламу?

	
	

	(
Задание №5
	После бури на участке между 40-м и 70-м километрами телефонной линии произошел обрыв провода. Ремонтная бригада, обслуживающая этот участок, располагается на 50-м километре. В какую сторону ей лучше выезжать? С какой вероятностью ваш совет окажется правильным?

	
	

	(
Задание №6
	На шахматную доску со стороной клетки 5 см бросают монету радиусом 1 см. Какова вероятность, что монета целиком окажется внутри:

а) какой то клетки;    б) белой клетки?

	
	

	(
Задание №7
	На шахматную доску со стороной клетки 5 см бросили монету радиусом 1 см. Она закрыла белую площадь A и черную площадь B. Какова вероятность, что:

а) A больше B;    

б) B больше A;    

в) A равно B?

	
	

	(
Задание №8
	Оконная решетка состоит из клеток со стороной 20 см. Какова вероятность того, что попавший в окно мяч пролетит через решетку, не задев ее, если радиус мяча равен:

а) 10 см;   б) 5 см?

	
	

	(
Задание №9
	В решетку из предыдущей задачи 100 раз бросали наугад один и тот же мяч. В 50 случаях он пролетел через решетку, не задев ее. Оцените приближенно радиус мяча.

	
	

	(
Задание №10
	Монету, диаметр которой 20 мм, бросают наугад на  тетрадный лист в линейку (расстояние между линейками 8мм). С какой вероятностью монета пересечет 0, 1, 2, 3, 4, 5 линеек?

	
	

	(
Задание №11
	На окружности радиуса R наудачу выбраны две точки. Какова вероятность того, что расстояние между ними меньше R?

	
	

	(
Задание №12
	В квадрат «брошена» точка A. Найдите вероятность того, что расстояние от точки A до ближайшей стороны квадрата меньше, чем до ближайшей диагонали.

	
	

	(
Задание №13
	На паркет, составленный из правильных треугольников со стороной a, брошена монета радиусом r. Какова вероятность того, что монета не заденет границы ни одного из треугольников?

	
	

	(
Задание №14
	Центр окружности радиусом 5 находится в точке с координатами (6, 8). Какова вероятность того, что:

а) случайная прямая, проходящая через начало координат, пересечет данную окружность;

б) случайный луч, выпущенный из начала координат, пересечет данную окружность?

	
	

	(
Задание №15
	Из двух точек с координатами (-1;0) и (1;0) выпускают два луча в случайных направлениях. С какой вероятностью они пересекутся?

	
	


8.2. «Негеометрические» задачи с геометрической вероятностью
Геометрическая вероятность вокруг нас

Пример 1. Монета и тетрадный лист

Пример 2. Мяч и решетка

Пример 3. Ломаем стержень

Случайный момент времени

Пример 4. Задача о встрече

Пример 5. Догонит или нет?

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Геометрическая вероятность вокруг нас
	Бывает, что геометрический подход к определению вероятности оказывается весьма полезным даже в тех ситуациях, где никакой геометрии не видно. Чтобы свести такую ситуацию к геометрическому определению, нужно попытаться представить каждый исход опыта как случайный выбор точки на прямой, плоскости или в пространстве. 
Каждая такая точка однозначно задается набором своих координат: на прямой – одной координатой, на плоскости – двумя, в пространстве – тремя. Таким образом, для сведения вероятностной ситуации к геометрическому определению нужно:
· придумать способ кодирования каждого исхода опыта набором из нескольких вещественных чисел (от одного до трех);

· определить из какого множества 
[image: image877.wmf]W

 эти числа выбирают, и будет ли этот выбор действительно «случайным»;

· описать на языке координат подмножество благоприятных исходов 
[image: image878.wmf]A

;
· вычислить длину (площадь, объем) полученных множеств и найти вероятность. 

	
	

	(
Пример 1.

Монета и тетрадный лист
	На тетрадный лист бросают монету.

	
	

	(
Пример 2.

Мяч и решетка
	

	
	

	(
Пример 3.

Ломаем стержень
	

	
	

	Случайный момент времени
	Геометрическое определение вероятности успешно работает в целой категории задач, связанных с выбором одного или нескольких случайных моментов времени из определенного промежутка 
[image: image879.wmf]]

;

[

b

a

. Если выбирается один такой момент 
[image: image880.wmf]x

, то это равносильно случайному выбору точки на отрезке; если два момента 
[image: image881.wmf]x

 и 
[image: image882.wmf]y

 - выбору точки в квадрате.

К числу таких задач принадлежит известная «задача о встрече».

	
	

	(
Пример 4.

Задача о встрече
	

	
	

	(
Пример 5.

Догонит или нет?
	

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	На разлинованный лист бумаги бросили монету радиусом 3 см. При каком расстоянии между линейками событие «Монета не пересекла ни одной линейки» будет достоверным?
· больше 3 см;

· меньше 6 см;

· ни при каком.

	
	

	Вопрос №2

	На лист бумаги в клеточку со стороной клетки 5 мм попала капля воды радиуса 4 мм. С какой вероятностью она окажется целиком внутри какой-нибудь клетки? 

	
	

	Вопрос №3

	Интервал в движении автобусов составляет 10 мин. С какой вероятностью человеку, пришедшему на остановку в случайный момент времени, придется ждать автобуса больше 6 мин?

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Найдите вероятность того, что для двух чисел, наудачу взятых из отрезка [–1, 1]:

а) их сумма положительна;

б) их произведение отрицательно;

в) их сумма положительна, а произведение отрицательно.

	
	

	(
Задание №2
	Из отрезка [0; 1] наудачу выбирают два числа x и y. Какова вероятность, что:

а) наибольшее из них больше 
[image: image883.wmf]2

1

? 

б) наименьшее из них больше 
[image: image884.wmf]2

1

?

	
	

	(
Задание №3
	Два парохода должны подойти к одному и тому же причалу. Время прихода обоих пароходов равновозможно в течение суток. Найдите вероятность того, что ни одному из них не придется ждать освобождения причала, если время разгрузки каждого парохода 1 час.

	
	

	(
Задание №4
	Два друга живут в одном доме, а учатся в разных классах. Уроки в школе заканчиваются в интервале от 16 до 17 часов. После занятий они договариваются ждать друг друга на автобусной остановке в течение 20 минут. Сколько приблизительно раз за год им удастся поехать домой вместе, если в году 200 учебных дней?

	
	

	(
Задание №5
	Перед тем как ставить пирог в печку, в него воткнули 4 ореха так, как показано на рисунке. После того, как пирог испекли, его поделили на три равные части, одна из которых досталась вам. Какова вероятность того, что в вашей части:  

а) нет орехов; 

б) один орех; 

в) два ореха?

	
	

	(
Задание №6
	А теперь те же четыре ореха воткнули в пирог по-другому (см. рисунок). Изменятся ли при этом шансы рассмотренных ранее событий: в вашем куске  

а) нет орехов; 

б) один орех; 

в) два ореха?

	
	

	(
Задание №7
	Четыре ореха из предыдущей задачи бросили прямо в тесто и все хорошенько перемешали. После выпечки пирог снова разрезали на три равные части и одну дали вам. Какова вероятность того, что в вашей части:

а) нет орехов;    б) один орех;    в) два ореха; 

г) три ореха;      д) четыре ореха? 

У к а з а н и е: считайте, что сначала пирог режут на три части, а потом выбирают 4 случайные точки для размещения орехов.

	
	

	(
Задание №8
	Через станцию метро поезда следуют в двух направлениях — в каждом направлении с интервалом ровно 5 минут. В одном направлении у Феди живет бабушка, а в другом — дедушка. Федя приходит на станцию после школы и садится на тот поезд, который подойдет первым. При этом оказывается, что у бабушки он бывает приблизительно в 4 раза чаще, чем у дедушки. Можно ли это объяснить с точки зрения теории вероятностей? 

Изучите внимательно динамическую модель этой задачи и ответьте на вопрос: с какой платформы поезда идут в сторону бабушки, а с какой - в сторону дедушки? 

	
	

	(
Задание №9
	Расстояние от остановки «Стадион» до остановки «Школа» автобус проходит за 2 минуты, а Андрей — за  15 минут. Интервал движения автобусов — 25 минут. В случайный момент времени Андрей выходит со стадиона, опаздывая в школу. Что ему лучше делать — идти пешком или подождать автобус? Для ответа на этот вопрос найдите вероятность того, что на пути от стадиона к школе Андрея обгонит автобус.

	
	

	(
Задание №10
	Стержень случайным образом ломают на три части. Какова вероятность того, что из них можно составить треугольник?


8.3. Приложения и парадоксы геометрической вероятности
Метод Монте-Карло

Вычисление площадей методом Монте-Карло

Пример 1. Вычисление площади круга и числа "пи"

Пример 2. Вычисление площади треугольника

Пример 3. Вычисление площади параллелограмма

Пример 4. Вероятность и площадь

Игла Бюффона

Пример 5. Опыт Бюффона

Парадокс Бертрана

Пример 6. Опыт Бертрана

	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Метод Монте-Карло

	Так называют метод, с помощью которого оценивают какие-либо неизвестные величины с помощью статистических испытаний. Мы уже пользовались этим методом, когда в главе 2 оценивали вероятности случайных событий по их частоте. Здесь мы обсудим еще одно интересное применение метода Монте-Карло. 
Заметим, что свое имя метод получил по названию столицы княжества Монако – города Монте-Карло, который считается центром игорного бизнеса: каждый вечер в его многочисленных казино проходят тысячи статистических испытаний…

	Вычисление площадей методом Монте-Карло
	Одно из наиболее известных применений метода Монте-Карло – вычисление площадей. Для того, чтобы оценить площадь произвольной фигуры 
[image: image885.wmf]A

, ее помещают внутрь какого-нибудь квадрата или прямоугольника с известной площадью 
[image: image886.wmf]S

:
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После этого начинают бросать в прямоугольник случайные точки и подсчитывают относительную частоту 
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 попадания точек в фигуру 
[image: image889.wmf]A

. С ростом числа опытов эта частота приближается к вероятности 
[image: image890.wmf])
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, которую можно найти по приведенному в начале этой главы геометрическому определению:
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Получаем, что 
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причем это приближенное равенство тем точнее, чем больше опытов было проведено. Заметим, что для практической реализации описанного метода нужно научиться решать две задачи:

· моделировать случайный выбор точки в прямоугольнике;
· проверять, попала ли очередная точка в заданную фигуру 
[image: image893.wmf]A

.

Причем оба этих действия придется выполнять многократно: ведь ошибка при оценке вероятности по частоте обратно пропорциональна 
[image: image894.wmf]N

. Так, например, чтобы оценить площадь фигуры с точностью до 1%, нужно провести порядка 10 000 опытов. Провести такой объем вычислительной работы можно только с помощью компьютера.

	
	

	(
Пример 1.

Вычисление площади круга и числа «пи»
	Чтобы вычислить с помощью метода Монте-Карло площадь круга радиуса 1, возьмем квадрат со стороной 2, впишем в него круг 
[image: image895.wmf]A

 радиуса 1 и будем бросать в квадрат случайные точки:

[image: image896.png]



Площадь квадрата нам известна: 
[image: image897.wmf]4
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. Площадь круга можно оценить по методу Монте-Карло как 
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Если вы уже знаете точную формулу для нахождения площади круга, то легко поймете, что 
[image: image899.wmf]p
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. Приравняв эти две формулы, получаем приближенную оценку для числа 
[image: image900.wmf]p
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	(
Пример 2.

Вычисление площади треугольника
	В этом примере мы будем бросать точки в единичный квадрат, внутри которого находится треугольник 
[image: image902.wmf]ABC

. Поскольку квадрат имеет единичную площадь, то частота попадания в треугольник будет приближенно равна его площади:

[image: image903.png]



 !   Попробуйте поменять положение точки C на чертеже. Изменяется ли частота попадания точек в треугольник?

 !   Попробуйте поменять положение точки M на чертеже. Изменяется ли частота попадания точек в треугольник?

 ?   Объясните полученные факты.

	
	

	(
Пример 3.

Вычисление площади параллелограмма
	В этом примере мы бросаем точки в прямоугольник со сторонами 10 и 5, внутри которого находится параллелограмм 
[image: image904.wmf]ABCD

. Площадь прямоугольника равна 50, поэтому площадь параллелограмма можно оценить как 
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 !   Попробуйте поменять положение точки B на чертеже. Изменяется ли частота попадания точек в параллелограмм?

 !   Попробуйте поменять положение точки D на чертеже. Изменяется ли частота попадания точек в параллелограмм?

 ?   Объясните полученные факты.

	
	

	(
Пример 4.

Вероятность и площадь
	В этом примере мы еще раз можем убедиться, что в принятой в этой главе геометрической модели вероятность попадания случайной точки в любую область зависит только от ее площади, а не от формы и расположения:

[image: image907.png]



 !   Попробуйте поменять положение точки O на чертеже. Изменяется ли частота попадания точек в заштрихованный круг?

	
	

	Игла Бюффона
	Еще один замечательный пример использования метода Монте-Карло принадлежит французскому естествоиспытателю  и математику Ж.Бюффону. 
Рассмотрим лист бумаги, разграфленный параллельными прямыми, отстоящими друг от друга на расстоянии 
[image: image908.wmf]d

. На этот лист наудачу бросают  иглу длины 
[image: image909.wmf]l

. Будем считать, что длина иглы меньше расстояния между линейками (
[image: image910.wmf]d

l

<

), а сам лист достаточно большой (игла не может упасть за его пределы). Бюффон решил посчитать вероятность того, что игла пересечет линейку:
[image: image911.png]



Каждый исход такого опыта можно описать двумя действительными числами:

· 
[image: image912.wmf]x

 - расстояние от центра иглы до ближайшей линейки (изменяется от 0 до 
[image: image913.wmf]2

d

;

· 
[image: image914.wmf]a

 - угол, который образует игла с линейками (изменяется от 0 до 
[image: image915.wmf]p

).
Таким образом, с точки зрения геометрической вероятности, бросание иглы – это случайный выбор точки в прямоугольнике на плоскости 
[image: image916.wmf])
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Несложно показать (см. задачу к этому параграфу), что условием  пересечения иглы с линейкой будет

[image: image918.wmf])
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На плоскости 
[image: image919.wmf])
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 этому условию удовлетворяют точки под графиком соответствующей функции:

[image: image920.png]Sosle —ie °




Бюффон вычислил эту площадь, пользуясь средствами только что появившегося тогда интегрального исчисления – она оказалась равной 
[image: image921.wmf]l

. Поскольку площадь всего прямоугольника 
[image: image922.wmf]2
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×
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, то вероятность пересечения иглы с линейкой получается равной 
[image: image923.wmf]d
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. Используя метод Монте-Карло и заменяя вероятность события 
[image: image924.wmf]A

 на его частоту, получаем замечательный способ приближенного вычисления числа «пи»:
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 ?   Почему в описанном опыте требуется, чтобы длина иглы была меньше расстояния между линейками?

	
	

	(
Пример 5.

Опыт Бюффона
	В этом примере опыт Бюффона моделируется с помощью ВЛ «Тетрадный лист». Лаборатория позволяет достаточно быстро провести большое количество таких опытов, выбирая при этом разные значения параметров 
[image: image926.wmf]d

 и 
[image: image927.wmf]l

.
Случайное событие можно задать любым соотношением, связывающим параметры 
[image: image928.wmf]x

 и 
[image: image929.wmf]a

. 

 ?   Проведите серию экспериментов с иглой Бюффона и оцените по их результатам число «пи». Сравните полученное значение с результатами других естествоиспытателей:

Ученый

Год

Число опытов

Оценка для «пи»

Вольф

1850

5000

3,1596

Фокс

1895

1120

3,1419

Лазарини

1901

3408

3,1416

(разумеется, все они были получены без использования компьютера!).

	
	

	Парадокс Бертрана
	Ни одна область математики не богата парадоксами так, как теория вероятностей. Некоторые из них связаны с геометрической вероятностью. Рассмотрим парадокс, принадлежащий еще одному знаменитому французу – Ж.Бертрану. 
Возьмем произвольную окружность и проведем в ней случайную хорду. С какой вероятностью она окажется больше, чем сторона вписанного в эту окружность равностороннего треугольника?
[image: image930.png]



Бертран привел три разных решения этой задачи с тремя разными ответами!

Решение 1. Выберем на окружности случайную точку 
[image: image931.wmf]A

 - первый конец хорды. Второй конец хорды может попасть на одну из трех равных частей окружности: 
[image: image932.wmf]MN

AN

AM

,

,

. Причем только при выборе точки 
[image: image933.wmf]B

 на дуге 
[image: image934.wmf]MN

 длина хорды 
[image: image935.wmf]AB

 будет больше стороны равностороннего треугольника:
[image: image936.png]



Значит, интересующая нас вероятность равна 
[image: image937.wmf]3

1

.

Решение 2. Зададим сначала случайное направление хорды – для этого выпустим из центра окружности случайный луч 
[image: image938.wmf]OM

, которому наша хорда перпендикулярна:

[image: image939.png]S




Чтобы задать случайную хорду остается выбрать на радиусе 
[image: image940.wmf]OM

 случайную точку, в которой наша хорда пересекает этот радиус. Если 
[image: image941.wmf]N

 - середина 
[image: image942.wmf]OM

, то для всех хорд, пересекающих радиус на участке 
[image: image943.wmf]ON

, их длина будет больше стороны правильного треугольника, а на участке 
[image: image944.wmf]NM

- меньше. Значит, искомая вероятность равна 
[image: image945.wmf]2

1

.

Решение 3.  Чтобы полностью определить положение хорды, достаточно задать точку C - ее середину. Выберем эту точку случайным образом в нашем круге. Чтобы длина хорды была больше стороны правильного треугольника, ее середина должна попасть в круг, радиус которого вдвое меньше исходного:

[image: image946.png]



По правилам вычисления геометрической вероятности, интересующая нас вероятность будет равна отношению площадей маленького и большого кругов, т.е. 
[image: image947.wmf]4

1

.

Итак, три разных решения – три разных ответа. 

 ?   Попробуйте объяснить полученный парадокс.

	
	

	(
Пример 6.

Опыт Бертрана
	В этом примере вы имеете возможность самостоятельно смоделировать опыт Бертрана, по разному задавая выбор случайной хорды, и убедиться, что частота интересующего нас события будет приближаться к вероятностям, которые вычислил Бертран. 

	
	

	
	ТЕСТЫ

	
	

	Вопрос №1

	Метод Монте-Карло состоит в оценке неизвестных величин с помощью:

· статистических испытаний;
· комбинаторных формул;

· геометрических расчетов.

	
	

	Вопрос №2

	В квадрат со стороной 10 см было «брошено» 10 000 случайных точек, из которых 1000 попало в фигуру 
[image: image948.wmf]A

. Оцените ее площадь. 

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь правильного пятиугольника, вписанного в единичную окружность. 

	
	

	(
Задание №1
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь правильного пятиугольника, описанного около единичной окружности. 

	
	

	(
Задание №2
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь арбелоса Архимеда для различных значений высоты CD:
а) CD = 0,5;
б) CD = 0,75;

в) CD = 1.

	
	

	(
Задание №3
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь сектора единичного круга радиуса с центральным углом 100°.

	
	

	(
Задание №4
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь сегмента единичного круга радиуса с центральным углом 100°.

	
	

	(
Задание №5
	Методом Монте-Карло вычислите с точностью до 0,1 площадь пересечения двух единичных кругов радиусов, расстояние между центрами которых равно 1.

	
	

	(
Задание №6
	На лист разлинованной бумаги вместо иглы Бюффона бросают крест. Расстояние между линейками равно 6, а длина каждого из отрезков, составляющих крест - 4. Оцените методом Монте-Карло вероятность того, что он пересечет хотя бы одну линейку.

	
	

	(
Задание №7
	На лист разлинованной бумаги вместо иглы Бюффона бросают квадрат. Расстояние между линейками равно 6, сторона квадрата - 4. Оцените методом Монте-Карло вероятность того, что он пересечет хотя бы одну линейку.

	
	

	(
Задание №8
	В трех моделях опыта Бертрана оцените методом Монте-Карло вероятность того, что случайно проведенная в окружности хорда будет длиннее стороны вписанного в нее квадрата.

	
	

	
	ИГРЫ

	
	

	ОБОБЩЕНИЕ ОПЫТА БЕРТРАНА

	Предложите еще какие-нибудь способы выбора «случайной» хорды в опыте Бертрана. Попробуйте найти для них вероятность того, что длина случайно выбранной хорды окажется больше стороны вписанного равностороннего треугольника. 

	
	

	ОБОБЩЕНИЕ ОПЫТА БЮФФОНА


	Представим себе, что в опыте Бюффона на тетрадный лист бросают не иглу, а правильный многоугольник, диаметр которого меньше расстояния 
[image: image949.wmf]d

между линейками. Докажите, что вероятность события «Многоугольник пересечет линейку» можно вычислить по формуле


[image: image950.wmf]p
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где 
[image: image951.wmf]L

 - периметр многоугольника.

Во что превращается эта формула, если зафиксировать диаметр многоугольника и неограниченно увеличивать количество его сторон? 


Глава 9
[image: image952.jpg]



Случайные величины
Какое количество осадков выпадет в ближайшее лето? Сколько детей родится в России в следующем году? Какую оценку вы получите на выпускном экзамене? Сколько голов забьет московский «Спартак» в очередном матче?  Вряд ли найдется человек, который рискнет точно ответить на все эти вопросы – даже, если обеспечить его самой полной информацией, связанной с перечисленными величинами. Дело в том, что их поведение, помимо объективных причин, зависит еще и от случая. Поэтому они и называются случайными величинами.

В теории вероятностей есть методы, которые позволяют изучать поведение таких величин и даже строить прогнозы о том, как они будут вести себя в будущем.

9.1. Понятие случайной величины
Случайное событие
Случайная величина
Пример 1. Случайные величины в опыте с двумя кубиками
Случайная величина как функция на множестве исходов
Пример 2. Количество шаров заданного цвета
Дискретные и непрерывные случайные величины
Пример 3. Случайная точка в квадрате
Пример 4. Стрельба по мишени
Случайная величина и случайная выборка
Пример 5. Случайные величины в случайных выборках
Еще раз о непрерывности и дискретности
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Случайное событие
	Напомним, что случайным событием мы договорились называть любое событие, связанное со случайным экспериментом. Случайным оно называется потому, что до эксперимента невозможно точно сказать произойдет оно или не произойдет – это выясняется только тогда, когда эксперимент завершен.

	Случайная величина
	Совершенно аналогично мы будем называть случайной величиной любую числовую величину, связанную со случайным экспериментом. Случайной она называется потому, что до эксперимента невозможно точно предсказать то значение, которое эта величина примет в результате эксперимента – это выясняется только тогда, когда эксперимент завершен. 
Проводя эксперимент многократно, можно наблюдать за поведением случайной величины, фиксируя те значения, которые она будет принимать. Располагая определенной информацией, о которой пойдет речь ниже, можно с некоторой степенью уверенности предсказывать поведение случайной величины, что по понятным причинам имеет большое практическое значение.

	(
Пример 1.

Случайные величины в опыте с двумя кубиками


	Рассмотрим эксперимент с подбрасыванием двух кубиков. Он имеет 36 равновозможных исходов, каждый из которых можно закодировать парой чисел, выпавших на первом и втором кубиках. Введем следующие величины:

· 
[image: image953.wmf]x

 – число очков на первом кубике;

· 
[image: image954.wmf]y

 – число очков на втором кубике;

· 
[image: image955.wmf]s

 – сумма очков на двух кубиках;

· 
[image: image956.wmf]M

 – максимальное из двух чисел на кубиках.

Значение любой из этих четырех величин связано с указанным экспериментом. Пусть, например, эксперимент завершился исходом (3;2). Тогда перечисленные величины приняли следующие значения:
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При другом исходе эксперимента эти значения будут другими. Для любого из 36-ти возможных исходов эксперимента можно точно указать значение каждой из перечисленных выше величин. На ( показано, как это сделать с помощью электронной таблицы MS Excel. 

	
	

	Случайная величина как функция на множестве исходов
	Таким образом, случайная величина представляет собой функцию, определенную на множестве всех возможных исходов опыта: областью определения этой функции является множество 
[image: image961.wmf]W

, а значениями – числа (целые или действительные). 
Для каждого исхода случайная величина имеет вполне определенное (неслучайное) значение. Но поскольку исход опыта заранее неизвестен, то и значение, которое примет эта величина в любом опыте, заранее неизвестно, случайно.

	
	

	(
Пример 2.

Количество шаров заданного цвета
	Рассмотрим еще один пример случайной величины. Из урны, в которой 3 красных, 3 желтых и 3 зеленых шара, достают наугад три шара. Введем следующие величины:

· 
[image: image962.wmf]x

 – число красных шаров среди вынутых;

· 
[image: image963.wmf]y

 – число желтых шаров среди вынутых;

· 
[image: image964.wmf]z

 – число зеленых шаров среди вынутых.

Каждая из этих величин является случайной величиной и может принимать значения от 0 до 3. Если, например, опыт закончился тем, что вынули два желтых и один зеленый шар, то 


[image: image965.wmf]0

=

x

;   
[image: image966.wmf]2

=

y

;   
[image: image967.wmf]1

=

z

.

На ( значения этих величин посчитаны для каждого из возможных исходов опыта. Интересно, что хотя значение каждой из приведенных величин случайно и зависит от исхода опыта, для них всегда выполняется «неслучайное» соотношение:


[image: image968.wmf]3
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	Дискретные и непрерывные случайные величины
	В приведенных выше примерах 1 и 2 все случайные величины принимали целые значения. В теории вероятностей такие величины называют дискретными. 

Но есть и такие случайные величины, которые могут принимать любые вещественные значения из некоторого промежутка. Они называются непрерывными.

	(
Пример 3.

Случайная точка в квадрате
	Рассмотрим геометрическую вероятностную модель, в которой наугад выбирается точка в единичном квадрате. Если обозначить 
[image: image969.wmf])
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 координаты случайной точки, то каждая из величин 
[image: image970.wmf]x

,
[image: image971.wmf]y

 будет непрерывной случайной величиной, принимающей значения из промежутка [0;1].
А если рассмотреть сумму этих величин


[image: image972.wmf]y
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то это будет непрерывная случайная величина, принимающая значения из промежутка [0;2].

На ( значения 
[image: image973.wmf]s

 посчитаны для каждого из 100 проведенных перед этим опытов. Проведите 1000 таких опытов самостоятельно, экспортируйте результаты в MS Excel и найдите для каждого из них значение случайной величины 
[image: image974.wmf]s

.

	(
Пример 4.

Стрельба по мишени
	Рассмотрим хорошо знакомый опыт, в котором стрелок делает выстрел по круглой мишени.

Обозначим через  
[image: image975.wmf]x

,
[image: image976.wmf]y

 - координаты точки, в которую попала пуля; 
[image: image977.wmf]r

 - расстояние от пули до центра мишени; 
[image: image978.wmf]s

 - число выбитых очков. Получаем четыре случайных величины, из которых 
[image: image979.wmf]r
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 - непрерывные, а 
[image: image980.wmf]s

 - дискретная.

Заметим также, что случайная величина 
[image: image981.wmf]r

 выражается через 
[image: image982.wmf]x

 и 
[image: image983.wmf]y

:
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а случайная величина 
[image: image985.wmf]s

 - через 
[image: image986.wmf]r

. На ( значения этих величин посчитаны для каждого из 100 проведенных перед этим выстрелов.

	
	

	Случайная величина и случайная выборка
	Напомним, что в главе 4 мы ввели понятие случайной выборки: это есть множество случайно выбранных объектов генеральной совокупности. Там же было замечено, что поскольку каждый такой объект описывается обычно набором числовых характеристик, то выборка предстает перед нами в виде одного или нескольких числовых рядов.

Теперь, располагая понятием случайной величины, мы можем рассматривать случайную выборку как последовательность наблюдений за одной или несколькими случайными величинами. 

Чтобы применять к полученным наблюдениям методы математической статистики, они должны быть независимыми и производиться в неизменных условиях (к сожалению, эти требования не всегда удается выполнить).

	(
Пример 5.

Случайные величины в случайных выборках
	Вернемся к случайным выборкам, которые мы неоднократно рассматривали ранее, и проанализируем, какие случайные величины в них наблюдались.

Дискретные величины:

· количество детей в семье;
· количество голов, забитых в хоккейном матче;

· отметка, полученная на экзамене.

Непрерывные величины:

· вес и рост новорожденного;
· уровень максимального подъема воды в реке во время весеннего половодья;
· температура или уровень загрязнения воздуха в определенный день в определенной местности.

	
	

	Еще раз о непрерывности и дискретности
	Говоря о числовых величинах, наблюдаемых в выборках, мы уже отмечали, что  их деление на дискретные и непрерывные достаточно условно. Если у дискретной величины очень много возможных значений, то ее вполне можно рассматривать как непрерывную. Наоборот, если непрерывную величину измерять очень грубо, с большой погрешностью, то ее можно будет считать дискретной.

Так, в рассмотренных выше примерах любая из непрерывных величин может быть заменена на соответствующую дискретную, если измерять ее с определенным округлением (рост – с точностью до см, температуру – до градуса и т.д.).

В то же время, такая характеристика, как цена вполне может рассматриваться как непрерывная, поскольку имеет слишком много возможных значений.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Рассмотрим эксперимент с подбрасыванием двух кубиков и связанные с ним случайные величины:

· 
[image: image987.wmf]x

 – число очков на первом кубике;

· 
[image: image988.wmf]y

 – число очков на втором кубике;

· 
[image: image989.wmf]s

 – сумма очков на двух кубиках;

· 
[image: image990.wmf]p

 – произведение очков на двух кубиках;

· 
[image: image991.wmf]M

 – максимальное из двух чисел на кубиках;

· 
[image: image992.wmf]m

 – минимальное из двух чисел на кубиках.

Найдите для каждой из них количество возможных значений.

	
	

	(
Задание №2
	В условиях предыдущего задания найдите вероятности следующих случайных событий:

a. 
[image: image993.wmf]}
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	(
Задание №3
	Пусть 
[image: image999.wmf]g

 - случайная величина, равная количеству голов, забитых в матче чемпионата России по футболу. Сравните между собой вероятности следующих событий:


[image: image1000.wmf]}

0

{

=

=

g

A

;  
[image: image1001.wmf]}

10

{

=

=

g

B

;  
[image: image1002.wmf]}

5

0

{

£

£

=

g

C

;  
[image: image1003.wmf]}

10

0

{

£

£

=

g

D

.

	
	

	(
Задание №4
	Стрелок делает выстрел по круглой мишени. Обозначим через  
[image: image1004.wmf]x

,
[image: image1005.wmf]y

 - координаты точки, в которую попала пуля; 
[image: image1006.wmf]r

 - расстояние от пули до центра мишени; 
[image: image1007.wmf]s

 - число выбитых очков. 

Пуля попала в точку с координатами (3,1; 4,5). Найдите значения случайных величин 
[image: image1008.wmf]s

r
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 для этого исхода опыта.

	
	

	(
Задание №5
	Стрелок делает выстрел по круглой мишени. Обозначим через  
[image: image1009.wmf]x

,
[image: image1010.wmf]y

 - координаты точки, в которую попала пуля; 
[image: image1011.wmf]r

 - расстояние от пули до центра мишени; 
[image: image1012.wmf]s

 - число выбитых очков. 

Найдите вероятности событий:
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	(
Задание №6
	Из урны, в которой 3 красных, три желтых и три зеленых шара, достают наугад три шара. Введем следующие величины:

· 
[image: image1017.wmf]x

 – число красных шаров среди вынутых;

· 
[image: image1018.wmf]y

 – число желтых шаров среди вынутых;

· 
[image: image1019.wmf]z

 – число зеленых шаров среди вынутых.

У каждой из этих величин по 4 возможных значения – от 0 до 3. А сколько возможных значений у каждой из следующих величин:
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[image: image1024.wmf]xyz
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	(
Задание №7
	В службу такси поступают заказы. Пусть T – случайная величина, равная интервалу времени между заказами. Сравните между собой вероятности следующих событий:
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Зависит ли ответ от того, насколько часто поступают заказы в службу такси?

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ ВОКРУГ НАС
	В этом коллективном проекте учащиеся собирают данные о случайных явлениях и связанных с ними случайных величинах, делают выборки, составляют «паспорт» каждой величины.

	
	


9.2. Дискретные случайные величины
Что такое закон распределения?
Закон распределения дискретной случайной величины
Пример 1. Случайные величины в опыте с двумя кубиками
Пример 2. Количество шаров заданного цвета
Свойства закона распределения
Пример 3. До первого орла 

Важнейшие дискретные распределения
Пример 4. Равномерное распределение
Пример 5. Распределение Бернулли
Пример 6. Распределение Пуассона
Эмпирический закон распределения
Пример 7. Построение эмпирического закона в MS Excel
Пример 8. Обмен данными между различными ВЛ через MS Excel
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Что такое закон распределения?
	Итак, чтобы полностью охарактеризовать случайную величину, нужно указать, какое значение она принимает на каждом из элементарных исходов опыта. Но это не всегда удобно: исходов, как мы видели, может быть много (или даже бесконечно много), и задать значение случайной величины на каждом из них с помощью таблицы или каким-то другим простым методом будет уже невозможно.

К счастью, во многих ситуациях столь подробного описания случайной величины не требуется - достаточно знать, какие значения она может принимать и с какими вероятностями. Эта информация называется законом распределения случайной величины. 

Закон распределения можно задавать разными способами. Главное, чтобы он содержал всю информацию о значениях, которые может принимать величина, и их вероятностях. 

	Закон распределения дискретной случайной величины
	Если случайная величина может принимать лишь конечное число возможных значений, то она называется дискретной. Для таких величин удобнее всего представить закон распределения в виде таблицы:

Значения


[image: image1028.wmf]1
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Вероятности


[image: image1031.wmf]1
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[image: image1032.wmf]2
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[image: image1033.wmf]n
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Для изучения дискретных случайных величин и их законов распределения мы будем использовать ВЛ «Дискретные случайные величины», приведенную на (.

	
	

	(
Пример 1.

Случайные величины в опыте с двумя кубиками
	Вернемся к примеру с двумя кубиками и найдем закон распределения каждой из случайных величин 
[image: image1034.wmf]M

s

y
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, введенных в примере 1 предыдущего урока. 
Очевидно, что случайные величины 
[image: image1035.wmf]x

 и 
[image: image1036.wmf]y

 принимают любое из своих значений от 1 до 6 с одной и той же вероятностью 1/6.

Опыт с двумя кубиками имеет 36 равновозможных исходов. Чтобы получить законы распределения для случайных величин 
[image: image1037.wmf]s

 и 
[image: image1038.wmf]M

, необходимо найти количество благоприятных исходов для каждого из значений этих величин. Удобно представить эти значения в виде следующих таблиц:
Значения случайной величины 
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Значения случайной величины 
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Полученные законы распределения представлены на ( в ВЛ «Дискретные случайные величины». Их можно сравнить с эмпирическим распределением этих величин, полученным в результате 200 опытов, проведенных в ВЛ «Классическая вероятность».

	(
Пример 2.

Количество шаров заданного цвета
	Вернемся теперь к примеру с шарами и найдем закон распределения для каждой из случайных величин 
[image: image1041.wmf]z
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.
В силу полной симметрии опыта достаточно найти закон распределения только для одной из них – для остальных он будет таким же. Итак, пусть 
[image: image1042.wmf]x

 - число шаров красного цвета среди трех вынутых. Случайная величина 
[image: image1043.wmf]x

 может принимать четыре возможных значения: 0, 1, 2, 3. Найдем вероятность каждого из них. 

Наш опыт имеет 
[image: image1044.wmf]3
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  равновозможных исходов (напомним, что столькими способами можно выбрать 3 шара из 9-ти). Найдем теперь, сколько из них благоприятны для каждого из возможных значений 
[image: image1045.wmf]x

:
1. 
[image: image1046.wmf]0
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[image: image1047.wmf]3
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 (из шести не красных шаров нужно выбрать три);
2. 
[image: image1048.wmf]1
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[image: image1049.wmf]2
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 (нужно выбрать один из трех красных и два из шести не красных);
3. 
[image: image1050.wmf]2
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[image: image1051.wmf]1
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 (нужно выбрать два из трех красных и один из шести не красных);

4. 
[image: image1052.wmf]3
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[image: image1053.wmf]3
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 (из трех красных выбрать три).

Полученные законы распределения представлены на ( в ВЛ «Дискретные случайные величины». Их можно сравнить с эмпирическим распределением этих величин, полученным в результате 200 опытов, проведенных в ВЛ «Классическая вероятность».

	
	

	Свойства закона распределения
	Поскольку в законе распределения учитываются все возможные значения данной величины, то сумма соответствующих им вероятностей должна быть равна 1:
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(это немедленно следует из формулы для вероятности объединения несовместных событий и из того, что 
[image: image1055.wmf]1
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Инструментарий ВЛ «Дискретные случайные величины» позволяет убедиться в справедливости этого свойства для всех рассмотренных выше законов.  Передвиньте два зеленых квадратика, задающих область суммирования вероятностей, так, чтобы в нее попали все возможные значения данной величины – вы увидите, что сумма их вероятностей равна 1.

	
	

	(
Пример 3.

До первого орла
	Рассмотрим опыт, в котором монету подбрасывают до появления первого орла. Исходами такого опыта будут всевозможные последовательности следующего вида:

О, РО, РРО, РРРО, РРРРО, …

В качестве случайной величины 
[image: image1056.wmf]x

 рассмотрим количество бросаний, которое придется при этом сделать:

1, 2, 3, 4, 5, …

Существенным отличием этой величины от предыдущих будет бесконечное количество возможных значений. Чтобы найти вероятность каждого из них, достаточно применить формулу умножения вероятностей для независимых событий:
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Таким образом, вероятность того, что 
[image: image1058.wmf]x

 примет значение 
[image: image1059.wmf]k

, можно задать формулой:


[image: image1060.wmf]k

k

p

2

1

=

.

Интересно, что сумма всех таких вероятностей по-прежнему остается равна 1, хотя их количество бесконечно:
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(мы применили здесь хорошо известную вам формулу для вычисления бесконечной суммы геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image1062.wmf]2

1

 и первым членом 
[image: image1063.wmf]2

1

).

	
	

	Важнейшие дискретные распределения
	В теории вероятностей есть несколько законов распределения, которые играют особую роль и даже имеют специальные названия. Рассмотрим некоторые из них. 

	(
Пример 4.

Равномерное распределение
	Так называется любое распределение с конечным множеством значений 
[image: image1064.wmf]n

x
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, в котором все эти значения имеют одинаковую вероятность - 
[image: image1065.wmf]n

1

. По такому закону распределено, например, число очков на кубике.

	(
Пример 5.

Распределение Бернулли
	Это распределение задается двумя числовыми параметрами – натуральным числом 
[image: image1066.wmf]N

 и вещественным числом 
[image: image1067.wmf]p

 (при этом  
[image: image1068.wmf]1

0

<

<

p

).

Возможные значения – целые числа от 0 до 
[image: image1069.wmf]N

.

Вероятность, что величина примет значение 
[image: image1070.wmf]k

, задается формулой:
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Если мы проводим 
[image: image1072.wmf]N

 одинаковых независимых опытов, в каждом из которых некоторое событие 
[image: image1073.wmf]A

 может наступить с вероятностью 
[image: image1074.wmf]p

, то общее количество наступлений этого события будет распределено по закону Бернулли, например:

Опыт

Событие 
[image: image1075.wmf]A


Вероятность события 
[image: image1076.wmf]A


Случайная величина

Бросаем монету

Выпадет орел


[image: image1077.wmf]2
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Количество орлов в 
[image: image1078.wmf]N

 опытах
Бросаем кубик

Выпадет шестерка
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Количество шестерок в 
[image: image1080.wmf]N

 опытах

Стреляем в мишень

Попадем в «десятку»

Зависит от меткости стрелка

Количество «десяток» в 
[image: image1081.wmf]N

 выстрелах


	(
Пример 6.

Распределение Пуассона
	А вот это распределение, как и случайная величина в примере 3, имеет бесконечное число возможных значений:

0, 1, 2, 3, …

Вероятность, что величина, распределенная по этому закону, примет значение 
[image: image1082.wmf]k

, задается формулой:
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Отметим, что для закона Пуассона бесконечная сумма этих вероятностей остается равна единице, только посчитать ее так же просто, как это было сделано в примере 3, уже не удастся.

По закону Пуассона распределено количество звонков, поступивших на АТС за определенный промежуток времени; количество опечаток на странице текста; количество метеоритов, упавших за год на поверхность Земли и т.д.

	
	

	Эмпирический закон распределения
	Таблицу частот, которая появилась в главе 4 при изучении случайной выборки, можно считать эмпирическим законом распределения наблюдаемой в выборке случайной величины (эмпирический – полученный опытным путем). 

Напомним, что мы вносили в эту таблицу все различные значения, наблюдавшиеся в выборке, и их относительные частоты. А частота, как мы знаем, приближается к вероятности с увеличением количества проведенных экспериментов. Поэтому, чем больше объем выборки, тем лучше эмпирический закон приближает теоретический закон распределения наблюдаемой случайной величины.
В ВЛ «Дискретные случайные величины» можно смоделировать случайную выборку любого объема с заданным законом распределения и сравнить полученный эмпирический закон распределения с теоретическим. 

	
	

	(
Пример 7. Построение эмпирического закона в MS Excel
	Напомним, как с помощью MS Excel можно построить по заданной выборке эмпирический закон распределения.
Перед вами приводившаяся уже ранее выборка, содержащая результаты 240 матчей чемпионата России по футболу в 2006 г. Построим эмпирический закон распределения для случайной величины 
[image: image1084.wmf]x

, равной количеству голов, забитых в одном матче.
Сначала вычислим в столбце C значение случайной величины 
[image: image1085.wmf]x

. Затем выпишем в столбце D все различные значения, встречавшиеся в выборке, а в столбце E найдем с помощью функции СЧЕТЕСЛИ(), сколько раз каждое из них повторялось. Остается вычислить в столбце F относительную частоту каждого значения и построить по нему полигон частот. Полученный результат можно найти на (.

	
	

	(
Пример 8.

Обмен данными между различными ВЛ через MS Excel
	Любой полученный теоретически закон распределения можно проверить эмпирически. Для этого мы будем использовать следующую методику:

· ввести найденный теоретический закон в ВЛ «Случайные величины»;

· провести в какой либо ВЛ (например, «Классическая вероятность») серию описанных в условии задачи экспериментов;

· экспортировать полученные результаты в MS Excel;
· с помощью соответствующих средств MS Excel вычислить для каждого опыта значение заданной случайной величины;
· скопировать полученные значения в буфер обмена;

· вставить их из буфера в ВЛ «Случайные величины»;

· сравнить полученный эмпирический закон с найденным теоретическим.

На ( это сделано для случайной величины 
[image: image1086.wmf]m

, равной минимальному из трех чисел, выпавших при бросании трех кубиков. Повторите описанные выше действия для приведенного примера, проведя уже не 100, а 1000 опытов с кубиками.

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Рассмотрим эксперимент с подбрасыванием двух кубиков и связанные с ним случайные величины:

· 
[image: image1087.wmf]s

 – сумма очков на двух кубиках;

· 
[image: image1088.wmf]r

 – разность очков на первом и втором кубиках;

· 
[image: image1089.wmf]M

 – максимальное из двух чисел на кубиках;

· 
[image: image1090.wmf]m

 – минимальное из двух чисел на кубиках.

Найдите для каждой из них закон распределения. Проверьте полученные законы экспериментально.

	
	

	(
Задание №2
	В условиях предыдущего задания найдите законы распределения случайных величин
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Проверьте их экспериментально.

	
	

	(
Задание №3
	Перед вами полигоны частот, построенные по эмпирическим распределениям двух случайных величин: количеству голов, забитых в матчах чемпионата России 2006 г. по футболу и чемпионата России 2006/07 года по хоккею. Определите, какой полигон к какому виду спорта относится. Подберите для каждого из них наиболее подходящее теоретическое распределение.

	
	

	(
Задание №4
	Из урны, в которой 3 красных, 3 желтых и 3 зеленых шара, достают наугад три шара. Случайная величина 
[image: image1094.wmf]k

 равна количеству полученных при этом различных цветов. Найдите закон ее распределения. Проверьте его экспериментально.

	
	

	(
Задание №5*
	В условиях предыдущего эксперимента рассмотрим случайные величины 

[image: image1095.wmf]x

 – число красных шаров среди вынутых;


[image: image1096.wmf]y

 – число желтых шаров среди вынутых;


[image: image1097.wmf]z

 – число зеленых шаров среди вынутых.

Найдите законы распределения следующих величин:
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Проверьте их экспериментально.

	
	

	(
Задание №6
	Монету подбрасывают 3 раза. Случайная величина 
[image: image1103.wmf]x

 равна количеству выпавших при этом орлов. Найдите закон распределения этой величины и проверьте его экспериментально.

	
	

	(
Задание №7*
	На координатной прямой в начале отсчета находится фишка. После каждого бросания монеты она сдвигается на единицу вправо, если выпал орел, или на единицу влево, если выпала решка. Случайная величина 
[image: image1104.wmf]X

 – координата фишки после пяти бросаний. Найдите закон распределения случайной величины 
[image: image1105.wmf]x

 и проверьте его экспериментально.

	
	

	(
Задание №8
	Стрелок, не целясь, делает выстрел по круглой мишени (будем считать, что пуля обязательно попадает при этом в мишень). Пусть
[image: image1106.wmf]s

 - число выбитых очков. Найдите закон распределения этой величины. Проверьте его экспериментально. 

	
	

	(
Задание №9*
	Спортсмен-биатлонист должен поразить 3 мишени пятью выстрелами. На каждый выстрел он тратит 10 секунд и попадает в цель с  вероятностью 
[image: image1107.wmf]2

1

. Случайная величина 
[image: image1108.wmf]t

 – общее время, которое он проведет на огневом рубеже. Найдите закон распределения случайной величины 
[image: image1109.wmf]t

 и проверьте его экспериментально.

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	ДО ПЕРВОЙ ШЕСТЕРКИ
	Экспериментальное исследование случайной величины, имеющей счетное число возможных значений; составление эмпирического распределения


9.3. Непрерывные случайные величины
Закон распределения непрерывной случайной величины 
Плотность распределения
Пример 1. Случайная точка в квадрате
Пример 2. Стрельба по мишени
Свойства плотности распределения
Пример 2 (продолжение). Стрельба по мишени
Важнейшие непрерывные распределения
Пример 3. Равномерное распределение
Пример 4. Нормальное распределение
Пример 5. Показательное распределение

Гистограмма и плотность распределения
Пример 6. Примеры непрерывных случайных величин
	
	НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ

	
	

	Закон распределения непрерывной случайной величины
	Итак, закон распределения случайной величины должен содержать всю информацию о том, какие значения и с какими вероятностями она может принимать. Для дискретной величины такой закон мы задавали в виде таблицы: в одной строке перечислялись значения, в другой – их вероятности.

Правда, иногда нам попадались дискретные величины, которые могли принимать бесконечное количество значений, - например, количество бросаний монеты до появления первого орла. Тогда такая таблица становилась бесконечной, но можно было указать общее правило для ее заполнения, например: 
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Задать закон распределения для непрерывной величины с помощью таблицы уже невозможно - ведь ее значения нельзя даже перечислить. Указать формулу, которая задает вероятность каждого из возможных значений этой величины, тоже не удастся - каждое свое значение она принимает с вероятностью 0. С ненулевой вероятностью такая величина может попасть только в некоторый интервал, а не в фиксированную точку. На самом деле это не должно вас сильно удивлять – вспомните геометрическую вероятность. Ведь там тоже вероятность попадания в любую точку области была равна нулю, а вероятность попадания в область - ненулевая.

	Плотность распределения
	Как же все-таки задать закон распределения в этом случае? Оказывается, наиболее удобным способом в этом случае будет использование такого понятия, как плотность вероятности. В некотором смысле это понятие аналогично понятию плотности вещества в физике, только в качестве «вещества» берется вероятность. Плотностью вероятности (или, точнее, плотностью распределения вероятности) непрерывной случайной величины X называется такая функция 
[image: image1112.wmf])
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, для которой при любых a и b выполняется равенство:
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Если вы впервые видите такой странный знак – не удивляйтесь, это не опечатка. Так в математике обозначается интеграл. Геометрический смысл этого важнейшего математического понятия очень простой: интеграл представляет собой площадь под графиком заданной функции 
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 на заданном отрезке 
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;
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 (на рисунке эта площадь закрашена):
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Чем больше плотность вероятности в окрестности какой-нибудь точки, тем выше вероятность того, что случайная величина примет значение именно из этой окрестности. На роль плотности может претендовать далеко не любая функция 
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(

x

p

. От нее требуется выполнение двух важных требований:
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Первое нужно, чтобы вероятность попадания случайной величины в любой интервал была неотрицательной. Второе – чтобы вероятность достоверного события «Случайная величина хоть чему-нибудь будет равна» была 1. Как видите, требования вполне обоснованные.

	
	

	(
Пример 1.

Случайная точка в квадрате
	Вернемся к геометрической модели, в которой наугад выбирается точка в единичном квадрате. Если обозначить 
[image: image1120.wmf])
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 координаты случайной точки, то каждая из величин 
[image: image1121.wmf]x

,
[image: image1122.wmf]y

 будет непрерывной случайной величиной, принимающей значения из промежутка [0;1]. При этом во всех точках отрезка [0;1] плотность вероятности каждой из этих величин будет одинакова и равна 1 (такое распределение называют равномерным):
[image: image1123.png]



А вот если рассмотреть случайную величину 
[image: image1124.wmf]s

, равную сумме координат: 
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, то ее плотность будет выглядеть уже иначе. Во-первых, сумма будет принимать значения из промежутка [0;2], а во-вторых, плотность уже не будет одинаковой во всех точка этого промежутка. Точнее она будет иметь следующий вид:
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Такое распределение называют треугольным:
[image: image1127.png]




	(
Пример 2.

Стрельба по мишени
	Вернемся к еще одной хорошо знакомой геометрической модели – стрельбе в круглую мишень. Мы уже говорили, что в этом эксперименте естественным образом возникает сразу несколько непрерывных случайных величин:
[image: image1128.wmf]x

,
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 - координаты точки, в которую попала пуля; 
[image: image1130.wmf]r

 - расстояние от пули до центра мишени. Будем считать, что стрелок делает выстрел не целясь, и попадание в любую точку мишени равновозможно.

Интересно, что даже распределение случайных величин  
[image: image1131.wmf]x

 и 
[image: image1132.wmf]y

 уже не будет равномерным (в отличие от случайной точки в квадрате). Плотность распределения для каждой из этих величин будет выглядеть так:
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По графику плотности видно, что более вероятные значения 
[image: image1135.wmf]x

 и 
[image: image1136.wmf]y

 находятся ближе к нулю. Это может вызвать иллюзию, что попасть в «десятку» легче, чем выбить девять или восемь очков. Чтобы убедиться, что это не так, достаточно найти плотность другой случайной величины 
[image: image1137.wmf]r

 – расстояния от пули до центра мишени. Она будет выглядеть так:
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Видно, что плотность увеличивается по мере удаления от нуля (т.е. от центра мишени).

	
	

	Использование плотности для вычисления вероятности
	Вернемся еще раз к основному свойству, которому удовлетворяет плотность распределения:
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Это свойство позволяет нам с помощью плотности вычислить вероятность попадания случайной величины в любой промежуток – для этого достаточно вычислить соответствующий интеграл. Но как его вычислять? Чуть позже, в старших классах школы вы узнаете об одном методе вычисления интеграла. В вузах изучаются и многие другие методы. 
Пока же мы ограничимся вычислением интеграла из геометрических соображений – когда площадь соответствующей фигуры вам хорошо известна (прямоугольник, треугольник, трапеция и т.д.). 
Либо будем использовать специальный инструментарий ВЛ «Непрерывные случайные величины», который позволяет вычислить интеграл от любой функции по любому отрезку с точностью до 0,001. Для его вычисления достаточно ограничить область интегрирования соответствующими ползунками, имеющими вид зеленых квадратиков, расположенных на оси абсцисс (см. ().

	(
Пример 2 (продолжение).

Стрельба по мишени
	Используем основное свойство плотности для вычисления вероятности событий в рассмотренном выше опыте с мишенью. Найдем с ее помощью вероятность, что стрелок выбьет 
[image: image1141.wmf]k

 очков  (
[image: image1142.wmf]10
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). Чтобы выбить, например, 3 очка, нужно, чтобы расстояние от пули до центра мишени было в промежутке от 7 до 8 см. По свойству плотности, чтобы найти эту вероятность, нужно вычислить заштрихованную на графике площадь:
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Но это есть прямоугольная трапеция, у которой известны оба основания и высота. Ее площадь можно найти по хорошо известной вам формуле:

P{выбьет три очка} = 
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Полученный ответ легко проверить с помощью описанного выше инструментария ВЛ «Непрерывные случайные величины».

	Важнейшие непрерывные распределения
	Как и в дискретном случае, есть несколько непрерывных законов распределения, которые играют в теории вероятностей особую роль и имеют специальные названия. Рассмотрим некоторые из них.

	(
Пример 3.

Равномерное распределение
	Это аналог дискретного равномерного распределения, только теперь случайная величина может с одинаковой вероятностью принимать любые значения из некоторого промежутка 
[image: image1145.wmf]]

;

[

b

a

. Точнее, непрерывная случайная величина называется равномерно распределенной на отрезке 
[image: image1146.wmf]]

;

[

b

a

, если плотность ее распределения равна на этом отрезке константе, а вне отрезка – нулю:
[image: image1147.png]



Константа, которой равна плотность на отрезке 
[image: image1148.wmf]]

;

[

b

a

, легко вычисляется: площадь под графиком плотности должна быть равна 1, поэтому значение константы равно 
[image: image1149.wmf]a

b
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.

	(
Пример 4.

Нормальное распределение
	Это распределение играет в теории вероятностей особую роль, т.к. лежит в основе ее важнейших законов. Его называют еще распределением Гаусса или гауссовым распределением, поскольку именно великий Карл Гаусс впервые понял особую роль этого закона распределения.
Нормальная плотность распределения задается следующей формулой, включающей два числовых параметра - 
[image: image1150.wmf]a

 и 
[image: image1151.wmf]s
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При любых значениях параметров 
[image: image1153.wmf]a

 и 
[image: image1154.wmf]s

 график этой функции имеет вид колокола, расположение и форма которого определяются значениями этих параметров. На рисунке показаны три таких графика, соответствующих значениям параметров (0; 1/2), (3/2; 1/2) и (0; 1/6):

[image: image1155.png]



Откуда взялась эта «страшная» формула для плотности нормального распределения? Оказывается, как это ни странно, она заложена в природе вещей, а вовсе не придумана математиками только для того, чтобы поупражняться в построении графиков и вычислении интегралов.

Дело в том, что если какая-либо случайная величина представляет собой сумму большого числа взаимно независимых и малых по сравнению со всей суммой случайных величин, то она распределена по нормальному закону. Если придать этому утверждению более строгий математический смысл, то оно превратится в так называемую центральную предельную теорему – одну из наиболее фундаментальных теорем всей теории вероятностей. 

На обычном же языке важность нормального закона можно объяснить так: всякий раз, когда мы наблюдаем за поведением какой либо величины, поведение которой складывается под воздействием большого числа мелких независимых факторов, можно ожидать, что ее поведение будет подчиняться нормальному закону распределения.
Именно поэтому нормальное (или близкое к нормальному) распределение имеют такие величины как рост и вес, цена на товар, уровень знаний, ошибки наблюдений, скорости молекул в объеме газа и т.д.

	(
Пример 5.

Показательное распределение
	Еще одно непрерывное распределение, о котором стоит упомянуть, называется показательным или экспоненциальным. Название происходит от вида плотности распределения, содержащего показательную функцию:
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 .
Функция содержит один числовой параметр 
[image: image1157.wmf]0
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. На рисунке приведены три графика плотности показательного распределения, соответствующие значениям 
[image: image1158.wmf]3
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Показательное распределение играет важнейшую роль в таких приложениях теории вероятностей, как теория надежности и теория массового обслуживания: именно показательному закону подчиняется время безотказной работы какого-либо изделия, интервалы времени между звонками на АТС или проезжающими по трассе автомобилями.

	
	

	Эмпирический закон распределения в непрерывном случае
	Для непрерывных величин, как и для дискретных, можно ввести понятие эмпирического закона распределения. Наблюдая непрерывные величины в случайной выборке, мы использовали прием группировки данных – напомним, в чем он состоит.  Весь интервал возможных значений разбивался на одинаковые промежутки. Для каждого промежутка подсчитывалась частота, с которой в него попадали значения выборки, а над интервалом строился прямоугольник с площадью, равной полученной частоте. Такую диаграмму мы назвали гистограммой частот. 
Гистограмму частот можно рассматривать как эмпирический аналог плотности распределения. С увеличением объема выборки все относительные частоты (а значит, и площади построенных прямоугольников) будут приближаться к вероятностям, а построенная по выборке гистограмма будет все лучше приближать плотность распределения наблюдаемой величины. 

В ВЛ «Непрерывные случайные величины» можно смоделировать случайную выборку любого объема с заданным законом распределения и сравнить полученный эмпирический закон распределения с теоретическим.

	
	

	(
Пример 7. Построение эмпирического закона в MS Excel
	Напомним, как с помощью MS Excel можно построить по заданной выборке гистограмму частот.

Перед вами приводившаяся уже ранее выборка, содержащая данные о колебаниях уровня подъема воды в р.Оке во время весеннего разлива. Сначала найдем минимальное и максимальное значения уровня с помощью функций МИН() и МАКС() – получились 180 см и 1790 см. Разобьем полученный интервал значений от 0 до 1800 на 9 равных промежутков по 200 см. и занесем концы полученных интервалов в столбцы C и D. 
В столбце E с помощью СЧЕТЕСЛИ() посчитаем количество значений, не превышающих правый конец каждого интервала – получим тем самым накопленную частоту для каждого интервала.  В столбце F найдем для каждого интервала абсолютную частоту как разность двух соседних друг с другом накопленных частот, а в столбце G – относительную частоту. Чтобы построить гистограмму частот, поделим относительную частоту на длину интервала, занесем результат в столбец H и построим по нему столбчатую диаграмму. Полученный результат можно найти на (.

	
	

	(
Пример 8.

Обмен данными между различными ВЛ через MS Excel
	Любой полученный теоретически закон распределения можно проверить эмпирически. Для этого мы будем использовать следующую методику:

· ввести найденный теоретический закон в ВЛ «Случайные величины»;

· провести в какой либо ВЛ (например, «Классическая вероятность») серию описанных в условии задачи экспериментов;

· экспортировать полученные результаты в MS Excel;
· с помощью соответствующих средств MS Excel вычислить для каждого опыта значение заданной случайной величины;

· скопировать полученные значения в буфер обмена;

· вставить их из буфера в ВЛ «Случайные величины»;

· сравнить полученный эмпирический закон с найденным теоретическим.

На ( это сделано для случайной величины 
[image: image1160.wmf]p

, равной произведению координат случайной точки, брошенной в единичный квадрат. Повторите описанные выше действия для приведенного примера, проведя уже не 100, а 1000 таких «бросаний».

	
	

	
	ПРАКТИКУМ

	
	

	(
Задание №1
	Случайная величина 
[image: image1161.wmf]x

 распределена равномерно на отрезке [-2;3]. Найдите вероятности следующих событий: 
a. значение 
[image: image1162.wmf]x

 не превосходит 1,5;
b. значение 
[image: image1163.wmf]x

 больше 1,5;

c. значение 
[image: image1164.wmf]x

 лежит в интервале от -1 до 1;

d. значение 
[image: image1165.wmf]x

 равно 0.

	
	

	(
Задание №2
	Случайная величина 
[image: image1166.wmf]x

 нормально распределена с параметрами 
[image: image1167.wmf]1
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. Найдите с точностью до 0,01 вероятности следующих событий:
P{
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Задание №3
	Случайная величина 
[image: image1173.wmf]x

 имеет показательное распределение с параметром 
[image: image1174.wmf]2
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. Найдите с точностью до 0,01 вероятности следующих событий:

P{
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Задание №4
	Случайная величина 
[image: image1180.wmf]x

 имеет треугольное распределение на отрезке [-2;2]. Найдите вероятности следующих событий:

P{
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Задание №5
	В единичном квадрате наугад выбирается точка 
[image: image1186.wmf])

,

(

y

x

. Случайная величина 
[image: image1187.wmf]M

 равна максимальному из двух чисел 
[image: image1188.wmf]x

,
[image: image1189.wmf]y

. Проведите серию экспериментов и попробуйте найти плотность распределения случайной величины 
[image: image1190.wmf]M

.
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Задание №6
	В лаборатории представлены три выборки, полученные в результате наблюдения за нормальными случайными величинами 
[image: image1191.wmf]z
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,

. Подберите для каждой из них параметры 
[image: image1192.wmf]a

 и 
[image: image1193.wmf]s

.
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Задание №7
	Случайная величина 
[image: image1194.wmf]x

 имеет биномиальное распределение с параметрами 
[image: image1195.wmf]5
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. Смоделируйте выборку из 1000 значений величины 
[image: image1196.wmf]x

. Подберите для нее наиболее подходящее непрерывное распределение.
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Задание №8
	Случайная величина 
[image: image1197.wmf]x

 имеет биномиальное распределение с параметрами 
[image: image1198.wmf]01
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. Смоделируйте выборку из 1000 значений величины 
[image: image1199.wmf]x

. Подберите для нее наиболее подходящее непрерывное распределение.
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Задание №9
	Случайная величина 
[image: image1200.wmf]x

 имеет нормальное распределение c параметром 
[image: image1201.wmf]5
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. При каком значении параметра 
[image: image1202.wmf]a

 вероятность события P
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 будет наибольшей?
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Задание №10
	Случайная величина 
[image: image1204.wmf]x

 имеет показательное распределение. При каком значении параметра 
[image: image1205.wmf]l

 вероятности событий P
[image: image1206.wmf]}
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 и P
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 будут одинаковыми?
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Задание №11
	Плотность распределения случайной величины 
[image: image1208.wmf]x

 задается формулой: 
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с неизвестным параметром 
[image: image1210.wmf]a

. Найдите значение 
[image: image1211.wmf]a

.
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Задание №12
	Запишите формулы для плотности распределения 
[image: image1212.wmf])
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 следующих законов распределения:
a. равномерное на отрезке [0;3];

b. нормальное с параметрами 
[image: image1213.wmf]1
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;

c. показательное с параметром 
[image: image1214.wmf]1
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;

d. треугольное на отрезке [0;3].

	
	

	
	ИССЛЕДОВАНИЯ

	
	

	УНИВЕРСАЛЬНОСТЬ НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНА
	Собираются данные о случайных величинах, распределение которых близко к нормальному; проверяется соответствие эмпирического распределения нормальному закону. 
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